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I. 通 论 

1.1 三 角 级 数 级 数 
AD) 去 如 (9) 十 马 4,() 
称 为 三 角 级 数 , 其 中 
(1.1.2) 4o(9) 一 ao， 4 0) 一 cncoognD+Dsinnp (n>0), 
我 们 记 此 级 数 为 (9) 或 简 记 为 

7T(0) 的 mw 阶 部 分 和 是 
(1.1.8) (0) 一 本 4a( 信 十 hn(9)， 


系数 ,mn 宇 0) 及 b,(n 宇 1) 是 给 定 的 。 对 于 其 它 整数 %n, 我 们 定义 
Qn 5; 如 下 : 

(L144) a ,=man>0), bo=0, bn=—b, n>0), 

又 定义 如 为 


(1.1.5) = 地 (4 一 让 ); 
那 未 
(4.,1 .6) Qn = + ce,, 六 ,一 和 Cn 一 Ch) 本 


反 过 来, 假如 先 给 定 6,, 那 末 可 由 (1.1.6) 来 定义 a, 和 加。 于 是 
(4.1.7) 8,(0) = ‘ot > { (Cmte_m) Cos m0 + s(n — 0m)sin m0)} 
因而 我 们 也 可 以 将 (6) 定义 为 

(1.1.8) B30,(0) = one", 

而 以 (1.1.7) 表 示 8,(9)， 


2 『f. 通 论 
我 们 称 (1.1.1) 为 实 的 三 角 级 数 而 (1.1.7) 为 复 的 三 角 级 数 . 
这 是 根据 出 现 于 级 数 中 的 是 三 角 函 数 还 是 指数 水 数 而 定 的 . 在 
(1.2) 中 的 系数 ws 和 和 6 可 以 是 复数 ;但 是 为 了 人 研究 方便 起 见 ， 
不 妨 假定 都 是 实数 , 因为 我 们 可 以 把 人 了 (9) 的 实 部 和 虚 部 分 开 来 加 
以 研究 值得 注意 的 是 ， 级 数 (.1.1) 和 (1.1.8) 只 是 形式 上 加 以 
定义 ,并 不 隐 含 着 对 于 一 切 9 或 任何 的 收敛 性 ， 但 (1.1.8) 应 该 
看 作 是 (1.1.7) 的 极限 形式 , 就 是 说 ,由 〈t.1.7) 回 正 负 两 个 方向 
“相等 地 延伸 而 成 的 级 数 . 
在 最 简单 的 情形 下 ， 级 数 有 和 和 函数 了 (9)， 而 且 系 数 可 以 由 

了 (0) 简单 地 表达 出 来 . 例如 , 假设 级 数 是 一 致 收敛 的 , 那 末 乘 以 
cosmb 和 sin mg， 或 者 在 复 的 情形 下 乘 以 e-"e， 然 后 在 (一 mr 下) 
上 分 项 积分 , 利用 熟知 的 公式 

0(mn), 
『 cos mg wongag -| Tm 一 nh 大 0)， 

2z (m=n=0), 

0Gm¥%)， 
| sin m0 sin ou-| Tm=n# (0), 

0(m=n=0), 
| cos mb sin ng d0 =0, 


(1.1.9) 


0(mzn), 
2m (mn), 


| nx 
| | | eeqg | 
LU ix 


再 用 交代 符 m, 即 得 
=| ,fF(0)o08m a0, ,=| 7(6)sinngdg， 


2 


1 


Cn™ 2 


(1.1.10) | 
(De do. 


当下 是 实 函 数 时 ，& 和 5b, 是 实数 ， % 和 cn 古 共 锋 的 ， 当 f 
为 偶 弟 数 时 ，b, 一 0 而 


1.2 三 角 级 数 与 调和 函数 3 


| fF(0)o0ang db. 


TT 


(1.1.11) Qn = 


当下 为 奇 函 数 时 , ,一 0 而 5b 可 类 似 地 推 得 . 
1.2 三 角 级 数 与 调和 函数 ”在 一 开始 就 指出 三 角 级 数理 
论 与 调和 函数 及 解析 函数 一 般 理 论 之 间 的 形式 上 联系 是 有 益 的 ， 
从 某 种 意义 来 说 , 前 者 是 后 者 的 一 部 分 .以 后 认定 > 一 z 十 饱 一 "es 
是 一 复 变数 而 2 一 2 一 多 一 re-* 为 其 共 思 数 .为 明确 起 见 , 我 们 假 ” 
定 a, 和 5 为 实数 (从 而 c,， 和 c- 为 共 纯 ) .我 们 并 且 假 定 a 和 
5 为 有 界 (以 后 所 过 到 的 往往 是 这 种 情形 )， 于 是 下 述 关于 * 的 宕 
级 数 对 7 过 1 收 敏 , 又 对 固定 的 7, 关于 9 一致 收 化. 
设 


(4.2.1) ulr, OO — Bor "er cot Der"e" 十 全 Care 
一 co 1 1 


则 %% 为 一 调和 函数 , 亦 即 方程 
(1.2.2) DE-0, (rR ) wuts 


02 Op 2? 


中 任何 一 个 的 解 ， 它 对 7<1 是 正则 的 实 函 数 . 我 们 也 可 写成 


(1.2.3) OE TD ROL 

而 T (6) 就 是 在 的 任 一 表达 式 中 用 7=1 代入 的 结果 .现在 
(1.2.4) ur 0) = {FD +FE)}, 

其 中 

(1.2.5) F(z) —c0+2 3 ow 

于 是 入 是 了 (2) 的 实 部 . 假如 写 着 

(1.2.6) B, (9) =0b, cos ng —a,sin ng, 

则 


(1.2.7) F(z2)=u(r, 0) —iv(r, 0), 


4 ”I. 通 论 
其 中 
(1.2.8) (7 0) —>B,(0)r", 


我 们 称 各 % 是 共 孝 的 调和 函数 ， 而 在 (1.2.8) 中 用 "= 工人 代入 所 
得 的 级 数 
(1.2.9) Fi(0) 一 六 B, (0) 
1 
称 为 了 (9) 的 共 氏 级 数 . 
为 方便 起 见 , 我 们 在 这 里 证 明 两 个 在 第 三 章 需 用 的 公式 . 设 Co=co, On 

二 2c, (n>0), 于 是 PP 人 一 了 Cr， 日 <1, 则 

二 | Go-imDereag-Corr(n>0)， a Cr-ipe”"a-o0 (n>0). 
因此 (结合 第 一 式 和 第 二 式 的 共 斩 形 式 ) 得 到 : 对 n>0， 
(1.2.10) 元 | dRCCo), 三 | were09= 二 | we" d= Oar". 


实际 上 ,这 里 的 Co 为 洋 数 ， 


1.8 Fourier 三 角 级 数 公式 (1.10) 的 证 明 依 赖 于 
(9) 一 致 收敛 的 假设 ， 这 个 假设 很 强 , 非 经 特殊 选择 的 三 角 级 数 . 
未 必 满 足 . 这 些 公 式 本 身 提示 我 们 应 从 完全 不 同 的 观点 出 发 来 研 
究 级 数 . 

我 们 从 区 间 ( 一 x, x) 上 的 (Lebesgue 意义 下 ) 可 积 ( 实 的 或 复 
的 ) 函数 (0) 出 发 ， 为 方便 起 见 , 我 们 对 一 切实 数 9, 定义 (9) 
为 一 周期 等 于 2x 的 函数 ,于 是 只 要 了 (0) 对 9 的 一 个 公有 定义 ,就 
有 f(9+27) 一 (0), 特别 f(z) 一 (一 7)， 

现在 我 们 用 (1.1.10) 来 定义 oo Bb 和 oc， 而 称 @。, b, 为 (0) 
的 “ 实 的 ”Fourier 常数 , cn 为 “ 复 的 "Fourier 常数 , 而 (I.1.1) 或 
(1.1.8) 为 (6) 的 Fourier 级 数 . 我 们 用 f~ (ec bo) 或 ， 


(1.3.1) f(0) ~ ot Sa cosng+ bsinn) 
1 


1.3 Fourier 三 角 级 数 5 


来 表示 a,，65, 为 了 的 Fourier 常数 ，(1.1.1) 为 其 Fourier 级 数 ， 
类 似 地 写 着 f~ (6,) 或 者 (90) ~ 芝 cme, 而 称 (1.1.4) 为 了 (所 的 
“ 实 的 ”Fourier 级 数 ，(1.1.8) 为 “ 复 的 ”Fourier 级 数 . 有 时 也 将 
f 的 Fourier 级 数 写成 卫 ( 力 ,而 将 其 共 斩 级 数 写成 了 (万 . 

因为 (1.1.10) 中 的 所 有 函数 都 是 周期 函数 ， 我 们 可 以 将 积分 
区 间 改 为 任意 的 和 ,6 十 2x)， 特别 , 时 常宁 可 用 (0, 2w) 来 代替 
(一 wx， Tx) 作为 基本 区 间 . 

当 一 个 三 角 级 数 的 系数 a, 5 或 ce 可 以 用 公式 (1.1.10) 琢 
示 时 , 也 就 是 说 ， 当 某 一 组 积分 方程 有 解 时 ， 这 个 三 角 级 数 才 称 为 
Fourier 级 数 . 容易 明白 ,上 面 的 投 述 是 依赖 于 所 采用 的 积分 定义 
的 、 我 们 这 里 所 采用 的 是 Lebesgue 积分 , 积分 定义 的 任何 限制 或 
扩张 都 将 导致 Fourier 级 数 类 的 相应 改变 . 


例如 将 看 到 , 级 数 
1.3.2) 可-+eosb 二 ecos39 十 …， 
sin29 sn30 
.3.3 一 -一 ee 
.3.3) . log 2 log 3 一 


就 不 是 在 我 们 意义 下 的 Fourier 级 数 ; 但 上 述 级 数 的 系数 ， 只 要 对 积分 概念 
作 适 当 的 推广 ， 就 能 用 Fourier 公式 来 表示 .。〈1.3.2) 的 系数 能 用 Stieltjes 
积分 表示 成 


an 1 rr cos 
| nag), 
~ 8 


pa 宛 n 
其 中 由 9) 对 9<0,9=0, 9> 0 分 别 为 一 豆 , 0 也。 级 数 (1.3.3) 的 系数 可 
用 (1.1.10) 的 形式 来 表示 , 但 这 里 1(9) 为 级 数 的 和 而 对 o。 (等 于 0) 的 积分 
乃 是 Cauchy 意义 下 的 “ 主 值 ”. 

一 个 三 角 级 数 可 能 收敛 或 不 收敛 ,又 可 能 是 或 不 是 一 个 
Fourier 级 数 ， 但 这 两 种 性 质 之 间 没 有 显然 的 联系 (虽然 一 些 简单 
的 级 数 可 能 兼 有 此 二 性 质 ) .级 数 导 .3.3) 对 一 切 4 收 敛 , 但 它 不 
是 一 个 Fourier 级 数 ， 另 一 方面 ， 存 在 着 对 任何 9 都 不 收敛 的 
Fourier 级 数 。 甚至 这 样 的 事情 也 并 不 清楚 ， 当 一 个 三 角 级 数 是 
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收敛 的 并 且 是 Fourier 级 数 时 ， 它 是 否 就 是 它 的 和 的 Fourier 级 
数 ， 

三 角 级 数 是 一 类 特殊 的 直 交 级 数 ， 三 角 级 数理 论 中 有 不 少 部 
分 可 以 看 作 一 般 直 人 交 级 数理 论 中 的 一 部 分 ， 在 第 二 章 中 我 们 就 要 
用 这 种 观点 来 研究 它 ， 但 是 作为 开始 必须 将 实 变 项 数论 的 某 些 部 
分 给 以 简单 的 叙述 , 我 们 假定 读者 对 这 些 是 已 知 的 . 


1.4 测度 和 积分 。 我 们 认为 读者 已 知 Lebesgue 的 测度 和 
积分 的 基本 理论 。 用工 (a, 5) 或 工 表示 在 Lebesgue 意义 下 在 (@， 
5) 上 可 积 的 函数 f(z) 的 全 体 . 积分 区 间 总 是 有 限 的 “属于 了 
有 时 也 说 成 宇 是 7” 的 . 对 于 函数 (zw) >0, 只 要 它 是 可 测 的 , 就 
认为 其 积分 值 已 确定 ， 积 分 值 为 有 限 或 无 限 视 了 属于 工 或 不 属 
“于 工 而 定 ， 、 

” 称 测度 为 零 的 集 为 零 集 ， 零 集 在 积分 论 中 是 可 以 忽视 的 .车 
f 和 g 只 在 一 零 集 上 不 相等 ， 我 们 称 它们 是 对 等 的 而 写作 f=y. 
这 时 ， 我 们 也 说 对 于 几乎 所 有 的 x 或 几乎 处 处 成 立 着 fg， 车 
”一 0, 我 们 称 了 为 零 函 数 ， 集 吾 的 测度 记 作 m2 

除 工 以 外 , 有 时 也 用 字母 表示 其 它 的 函数 类 ; 特别 用 B, 0; Ox 
入 分别 下 示 有 界 函 数 类 ， 连 续 函 数 类 , 具有 上 阶 连续 导数 的 函 
数 类 以 及 有 界 变 差 函数 类 所. 

我 们 允许 引用 古典 的 关于 积分 和 微分 的 定理 ， 主 要 指 分 部 贸 
分 , 代 换 定理 , 第 -和 第 二 中 值 定理 , 以 及 两 个 最 著名 的 关于 在 积 
分 号 下 取 极 限 的 定理 ， 即 是 ，(i) 假如 几乎 处 处 成 立 着 f(z) 一 
f(z) 并 且 |f,(2) | 三 (2)，, 而 中 (2z) 为 工 可 积 且 不 依赖 于 %w， 则 


(1.4.D) | fv) dy -> | f (wv) de; 


(让 车 fi(w) 对 于 一 切 z 或 几乎 所 有 zw 关于 ni 递增， 又 假定 
*) 一 个 复 值 函数 当 它 的 实 部 和 虚 部 前 是 有 异 变 差 时 称 为 有 界 变 差 的 水 数 ， 


1.5 ZL? 类 7 
| 疡 CDazz 一 co, 则 上 述 结论 也 是 真 的 ， 对 情形 人 ,我 们 称 户 (人 


控制 收敛 子 F(e) ， 特 别 当 户 (oO) 一 Fo) 对 一 切 z 成 立 且 1,(2) 1 
< 互 时 ，(i) 中 的 条 件 当然 满足 ， 此 时 我 们 称 f,(z) 有 界 收敛 于 
f(z) ， 对 情形 (6), 几乎 处 处 存在 的 极限 函数 f(z) 被 理解 为 可 能 


对 某 些 是 无 限 的 , 因此 f(z)dw 也 可 以 是 无 限 的 ,此 时 《1.4.1) 


右 端的 积分 改写 为 2， 最 后 ,在 (1.4.1) 中 的 积分 ,积分 范围 可 以 
取 为 整个 区 间 (4, 5) ,或 者 含 在 (a, 纺 中 的 任 一 可 测 集 . 对 加， 我 
们 浇 加 一 个 有 用 的 “Fatou 引 理 ”， 车 所 (2) 宇 0 且 儿 乎 处 处 成 立 
着 (2)->f (2), 则 
| azslim |f,(0) dn. 

我 们 需要 用 到 有 关 积 分 交换 的 Fubini 定理 ， 即 当 了 (zc, 可 

积 时 ,成 立 着 
Jaz |f dy=| ay |7 do=| | f dedy. 

， 当 了 =0 时 积分 值 可 能 是 无 限 . 

有 时 我 们 也 要 用 到 连续 函数 关于 了 中 函数 的 Stieltjes 积分 ， 
这 种 积分 的 分 部 积分 法 和 下 面 的 定理 ， 设 为 |f| 的 最 大 值 , V 
为 由 的 全 变 差 , 则 | | 7 邮 | <2V。 在 第 六 章 中 我 们 用 到 Egoroft 
定理 的 两 种 形式 ， 届 车 在 妃 中 几乎 处 处 成 立 着 fo(2)->f(e)， 则 
存在 一 个 到 使 得 到 CC 思 但 mB">m 恕 ~e， 而 在 如 上 一 致 地 成 
立 着 (%) 下 f(z); (假如 每 一 户 (Co) 在 已 上 连续 , 如 果 当 有 30 
时 在 召 上 几乎 处 处 成 立 着 有 (2) 一 了 (w)， 闭 末 类 似 于 上 述 的 结论 
仍 成 立 ， 


1.5 Lr 类 车 f 为 可 测 函 数 且 1f|? 属于 工 , 则 称 f 属 于 


Lr， 我 们 以 后 常 假设 p>1， 当 p=1 时 L 即 为 L 车 f 属 于 I 
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而 1<p<g, 则 /了 属于 到 
我 们 记 


(1.5.1) 


| Ni( 放 -IT7p=(| rae) 
Mr( 力 一 (5 二 | Ifl*azj 


假如 了 不 属于 ， 则 Ns( 用 和 My( 有 为 无 穷 大 ， 称 N,(f) 和 
Mop( 了 分别 为 对 区 闻 (a, 85) 及 指数 Dp 的 范 数 和 平均 值 、 它 们 只 
相差 一 个 因子 仆 一 @) ;但 这 个 差别 是 重要 的 ， 

若 2>1,， 用 


(1.5.2) :Pp 工 + 工 -1 


来 定义 p', 则 2 >1 若 P<2， 则 2 2， 称 2 和 pp' 为 共 思 指 数 ， 

I2 和 7 为 共 思 类 .I 类 是 自 共 堪 的 ， 若 p11， 则 wp' 认为 ce， 

反之 亦 然 ， 我 们 马上 将 定义 与 工 共 罗 的 函数 类 L”. : 
平均 值 Mp(f) 有 三 个 基本 性 质 ， 第 一 是 Hlder 不 等 式 


《人 .5.3) Ma Cg 二 Mo 力 Mo(9)， 

( 当 p==2 时 称 为 Schwarz 不 等 式 )。 第 二 是 Minkowski 不 等 式 
(1.5.4) Mf+9) <M(f) +M,(9). 

第 三 是 

(1.5.5) MAf<M(f) (gq<n), 


它 说 明 对 给 定 的 f，M,(f) 是 pb 的 递增 函数 。， 范 数 No(CP) 具有 前 
二 性 质 但 不 具有 第 三 个 性 质 . 

当 p>co 时 ， 
(1.5.8) N,(f)—>Max|lf|, M,(f)—Max|f|, 
这 里 Max|f| 是 |f| 的 “本 质 上 界 ”, 它 就 是 使 得 |f| 二 几乎 处 处 
成 立 的 最 小 值 n， 因 此 自然 定义 碾 " 为 使 Max1f| 是 有 限 的 函数 
类 . 这 就 是 “本 质 有 界 ” 函 数 类 或 对 等 于 有 界 函数 的 函数 类 .我 们 
可 写成 
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(1.5.7) N.(f) = M.(f) = Max|f|; 
容易 验证 (1.5.8) 到 (1.5. 配 当 p 或 Pp' 为 无 限时 依然 成 立 . 


1.6 42 空间 及 其 度量 关于 JL? 类 以 及 与 它们 有 关 的 不 
等 式 的 理论 可 用 几何 的 术语 更 好 地 说 明 . 7" 类 定义 了 一 个 函数 空 
间 , 每 一 函数 定义 为 空间 的 一 个 点 。 对 于 两 个 相互 对 等 的 函数 我 
们 将 不 加 以 区 别 , 因此 每 一 个 点 代表 一 族 对 等 的 函数 . 特别, 原点 
代表 一 族 零 函 数 . 空间 有 特殊 的 重要 性 ， 称 之 为 Hilbert 空 
间 . 在 中 我 们 定义 和 g 的 距离 为 
(1.6.1) 6d,(f, 9) = Ni(f—9), 
当 无 须 谓 明 所 涉及 的 是 哪 一 空间 时 可 省 去 下 标 wb 而 写作 6(f, 9) 
一 N(f 一 g). 特别 ,，N( 有 是 了 与 原点 之 间 的 距离 .车 p==o0, 则 
(1.6.2) 6(f, 9) =Max|f—gl. 
我 们 也 可 以 用 同样 的 方法 定义 一 切 连 续 函 数 所 成 的 空间 CO， 仍 用 
(1.6.2) 定 义 距离 ,现在 这 里 “Max” 乃 是 原来 意义 下 的 最 大 值 . 

假如 在 (1.5. 儿 中 取 了 = 广 一 了 f2, 9 一 了 :一 了 fs, 它 就 变 为 
(1.6.3) 6) < fs, fo) 二 5 f3), 
这 公式 是 三 角形 一 边 不 大 于 其 它 二 边 之 和 的 定理 的 拓 广 . 

现在 我 们 可 以 建立 空间 [7? (或 0) 中 的 度量 , 并 且 将 一 般 点 集 
论 的 概念 移 用 于 此 . 某 一 画 数 类 在 更 广 的 机 数 类 中 的 稠密 性 的 概 
念 是 对 我 们 特殊 重要 的 一 个 概念 设 5 是 7 的 一 个 子 集 ,而 SS。 
是 Si 的 子 集 . 若 给 定 Si 中 任意 的 中 及 任意 正 数 &， 在 Ss 中 存 
在 由 使 人 中 <e， 则 称 ss 在 中 关于 妈 是 稠密 的 (或 简称 
S, 在 Si 中 稠密 ) 、 从 (1.6.3) 立 即 得 到 稠密 性 的 关系 是 可 以 传递 
的 ， 设 Ss 在 5: 中 稠密 ，&as 在 So 中 稠密 , 则 站 在 4 中 稠密 ， 在 
这 种 叙述 下 , 自然 已 预先 确定 了 一 个 固定 的 度量 . 

从 直 .5.5) 亦 可 推 得 : 车 8: 在 B51 中 关于 人称 密 ,又 1<g<p， 
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- 则 %e 在 Si 中 关于 了 工 稠密 ”) 
”一 个 关于 稠密 性 的 命题 , 由 于 以 后 常常 被 用 到 , 所 以 我 们 写成 
下 面 的 定理 ， 
定理 工 ， 假如 1<p<o0, 则 (gq>p), L*, B,C 和 Crx 都 在 
I 中 稠密 . 
车 对 一 切 函 数 加 以 周期 性 的 限制 则 定理 仍旧 正确 ， 以 后 将 
证 明 一 切 代数 多 项 式 所 成 之 类 在 I? 中 稠密 , 又 一 切 三 角 多 项 式 所 
成 之 类 在 三 的 周期 函数 类 中 稠密 . 


1.7 Lr 中 的 收敛 ( 强 收 敛 ) ”假如 ,和 了 都 属于 II， 又 
当 ”一 >cce 时 . 
(1.7.1) 6(f», f)—>0, 
或 (事实 上 基 一 件 事 情 ) Np (f, 一 站 一 0, 则 称 户 (7 趋向 于 ff， 辐 
作 z 
(1.7.2) fn—>f(L?)., 
我 们 也 称 f。 以 指数 p 强 收 敛 于 了 (不 会 混淆 时 指数 可 省 掉 )， 当 
Pp 一 2 时，6(fs, 了 有) 一 Max|f, 一 f|， 而 强 收 伍 就 是 “几乎 处 处 一 致 
收 傅 ，f 玉 有 (7), 就 是 户 = 广 而 户 一 致 收敛 于 太 . 

. 强 极限 是 “本 质 上 唯一 的 ”>， 即 若 疡 一 0， 又 广 ->9CEP)， 
则 j =， 
车 >f(7) 及 1l1<g<p, 则 一 了 (D9). 

车 一 f(D), 如 Ny (fi)—> Ny(f). 
车 有 >f(LD) 及 gu 了 >9(2?), 则 fqn 一 fg(L), 且 


(1.7.8) jfignds > |fgas. 
特别 ， 当 9 属于 L?” 而 对 一 切 n 有 一直 时 ， 上 式 成 立 . 


不等式 Na($ 一 过 Np(b 一 办 ) 是 不 成 立 的 ,但 是 (由 于 。 的 任意 性 ) 在 (1.5.5) 
中 5~a 的 军 并 不 影响 结论 的 正确 性 。 


1.8 两 个 周期 函数 的 折合 li 


如 果 几 乎 处 处 成 立 着 户 一 六 jj 过 风 ， 其 中 风 属 于 L? 且 与 
% 无 关 , 又 Ts<p<co， 则 轧 一 让， 

关于 强 收 敛 的 基本 定理 是 

定理 2， 要 使 户 以 指数 p 强 收敛 于 [7 中 的 函数 f， 其 必要 
充分 条 件 是 ， 当 m 移 趋向 无 穷 时 *， 


s+ 


这 个 定理 2 是 和 通常 极限 的 Cauchy 定理 相似 的 . p=ooc 时 ， 
就 是 (除了 一 个 零 集 不 计 外 ) 有 关 一 致 收敛 的 相应 定理 ， 强 收敛 并 
不 包含 几乎 处 处 收敛 (或 者 对 于 任何 ， 几 乎 处 处 收敛 也 并 不 包 
全部 上 二 但 由 定理 3 推 得 : 若 放 一 (7L?) 及 几乎 处 处 成 立 着 
访 一 产 则 f=f. 

最 有 一 个 定理 是 我 们 经 常 要 用 到 的 ， 

定理 3， 若 1<2<cc 和 了 属于 到， 则 当 因 ->0 时 ， 


| Per+ 甩 -Po ds->, 
即 jz 十 及 一 Fz) (17). 
这 个 积分 包含 着 = 在 (o, 四 外 的 了 的 信 ， 我 们 可 以 设想 这 些 
值 为 0 或 者 将 了 (2) 设想 为 周期 函数 ,其 周期 为 5 一 4. 


1.8 两 个 周期 函数 的 折合 设 和 9 是 两 个 周期 为 8 一 
的 函数 , 称 
1 b 
(1.8.1) ro) = | fg dy 
为 了 和 9 在 (a, 5) 上 的 折合 ， 这 个 折合 也 是 周期 为 5 一 a 的 函数 ， 


并 且 关 于 了 , 9 是 对 称 的 ，"(z) 具 有 如 下 的 基本 性 质 . 
定理 4， 若 了 和 yg 属于 工 则 ”也 属于 二 ( 困 此 对 几乎 一 切 


*) 这 就 是 说 : 洒 证 - 正 数 8, 当 Ww 宇 L(e), n 入 (8) 时 成 并 着 | [fmn—fnl? dr<e, 
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z 为 有 限 ). 并 且 有 


7 。 1 | 1 1 | 1 | 
(1.8.2) bp Taz Fr ,ff dz a 9 ds 


和 

(1.8.3) M. (7) <M(N Mi(g).e 
因为 f(z 一 为 (2, 的 可 测 函 数 ， 从 而 f(z 一 9() 也 是 

(xz, yy) 的 可 测 函 数 , 基 于 Fubini 定理 ， 


[ dz | fe-y (y) dy-|'g (Vay fre-o dz 


所 
访 


-| gway | f(a, 
Las [FfE-DgWayl <| 19 (9) lo 人 fiz Ndr 
-| 17 (7) 已 Foz)lcz。 


因为 关于 了 和 9 是 对 称 的 ,我 们 可 以 假设 <， 因此 
ret re) | ls {fth-y) f(D}g Day| 


< Mf rth) —F 2) My (9); 
其 中 第 一 个 因子 由 定理 3 知道 趋向 于 0. 


1.9 Za 中 的 直 交 系 在 应 用 8S$1.5~1.8 的 思想 时 , p 通 
常 取 作 1, 2 或 oo (虽然 我 们 在 论证 定理 时 都 是 对 -一般 的 Pp 而 言 
的 , 但 对 一 般 的 2 并 不 引起 什么 具体 的 麻烦 ) ， 在 本 节 中 , 假设 育 
数 回 属于 姜 这 一 氮 是 本 质 的 . 

设 ($ 人 =0, 1, 2 …) 是 了 (0 中 的 非 委 函数 系 ， 当 
m 半 Wm 时 若 


(1.9.1) (Go WE 加 古 dz 一 0， 
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我 们 称 (#) 是 (6, 5) 上 的 一 个 直 交 系 ， 车 对 每 一 % 尚 有 
92) po) -J lg reo b=1, 


则 称 (#8) 是 (a, 8) 上 的 一 个 就 范 直 交 系 . 

若 f 也 属于 2, 而 
(1.9.3) oo- 二. 大 on 过 给 (n=0; 1, 2, +), 
” 则 称 6 是 了 关于 (Bn) 的 Fourier 常数 ,而 称 生 oq 是 了 的 Fourier 
级 数 ; 写作 f~ (cw) 或 
(1.9.4) f ~ op. 
所 有 这 些 定义 都 与 $1.3 中 的 类 似 ， 它 们 只 就 万 中 的 函数 被 定 
义 , 这 是 因为 对 于 其 它 函 数 类 中 的 f，(f, 内) 通常 未 必 存 在 ; 但 是 
假如 对 加 以 更 强 的 限制 ， 则 上 述 诸 定 义 可 以 适用 于 更 广 的 范 
围 ， 例 如 , 若 由 对 每 一 个 4 是 有 界 的 , 那 末 虐 中 任意 的 了 具有 如 
(1.9.3) 和 (1.9. 人 4 所 定义 的 Fourier 级 数 . 我 们 在 一 开始 引入 的 
三 角 消 数 系 就 满足 这 个 条 件 . 

从 几何 意义 上 说 ， 我 们 可 以 把 看 作 是 2 空间 的 一 个 点 或 
一 个 向 量 (向 量 始点 位 于 0) ， 若 (和 ) 是 直 交 的 ， 则 诸 向 量 是 直 交 
的 ; 落 (%) 是 就 范 的 , 诸 向 量 是 单位 向 量 . 若 (9,) 是 一 就 范 直 交 
系 ， 属于 2, 且 f~cg, 则 6 可 以 看 作 了 关于 “ 直 交 轴 " 系 的 
相应 于 的 ` 坐标. 

具有 常 系数 的 关于 诸 内 的 有 限 线 性 组 合 

P(¢$) =aopotapit "tap,, 

称 为 的 多 项 式 ， 假 如 只 有 一 切 系 数 等 于 0 时 才 有 了 (g) 是 0， 
则 称 $ 是 线性 无 关 的 ， 这 只 有 当 对 于 一 个 坐标 系 构成 适当 的 
基底 时 才 可 能 . 特别 , 在 线性 无 关 的 系 中 没有 一 个 元 素 是 0. 

上 述 最 后 的 那些 定义 是 与 直 交 性 无 关 的 .我 们 可 以 从 王 的 
任 -一 线性 无 关系 (bw) 中 导出 一 个 直 交 系 ($,) , 从 而 实现 “ 直 交 化 ”， 
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每 一 少 是 内 的 多 项 式 (只 牵涉 到 山 , 由 风 )， 办 也 是 线性 
无 关 的 , 而 每 一 恬 又 是 内 的 多 项 式 . 构成 办 后 , 可 以 乘 一 适当 
的 因子 使 之 就 范 化 . 上 述 对 于 王 的 过 程 类 似 于 在 通常 几何 学 中 
使 斜 轴 变 为 直 交 轴 的 变换 . 


1.10 直 交 系 的 例子 (1) 函数 系 


(ZE) Er? (~o0<N<o0)*) 
在 (一 zx, x) 上 或 是 在 任何 长 度 为 27 的 区 间 上 是 百 交 的 ， 函 数 系 
(E') (27) onts (一 co<m<eo) 
是 就 范 直 交 的 . 
(2) 函数 系 
(PD) 于 ， GOS w, Sinw, Cos 272, Sin 272, ，*: 
在 (一 Xx, x) 上 直 交 ， 泪 数 系 
TP") (2x) >, zt 3 cosw, 和 sin %, mr COS 2.5，'…- 
是 就 范 直 交 的 . 
(3) 函数 系 
(C) 可 ， GCOS ZE, COS DT, »., 
(S) sin %, sin 22，…- 


在 (0, xz) 上 是 直 交 的 ， 
(4) Legendre 多 项 式 系 


Plo) = (A) (el) 


2"! 


2n! 和 
— rn (? 一 …) (n=0, 1, 2，…) 


在 (一 1， 一 妆 上 是 直 交 的 ， 乘 以 (上 于) 后 成 为 就范 直 交 系 ， 这 


在 这 秘 情形 下 ,将 加 按 n 从 -co 到 十 co 编号 比 从 0 到 二 二 更 方便 。 
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个 函数 系 是 从 (z") 用 8§1.9 中 所 叙述 的 过 程 直 交 化 而 获得 的 . 


1.11 一 些 进一步 的 知识 。 车 (8,) 是 一 直 交 系 ， 则 称 
之 cq 是 一 直 交 通 数 级 数 或 直 交 级 数 . 这 种 级 数 未 必 是 $1.9 意 
义 下 的 Fourier 级 数 ; 未 必 收 敛 或 "可 和 ”; 即使 收敛 或 可 和 ,也 未 
必 是 其 和 函数 的 Fourier 级 数 . 这 些 正 是 我 们 必须 对 三 角 级 数 加 
以 考虑 的 问题 ， 

在 下 一 章 中 我 们 将 证 明 关 于 2 中 直 交 级 数 的 最 基本 的 定理 . 
这 里 我 们 插入 若干 一 般 的 事实 . 

对 于 一 个 函数 系 Qb,)， 不 必 是 直 交 的 ， 假 如 在 人 ?(1<p 志 0) 
(或 中 中 不 存在 非 零 函 数 了 与 每 一 阔 , 直 交 ,， 即 由 


[F842=0 (n=0, 1, 2, +) 


推 得 f=0, 则 称 (W) 是 Lr (或 C) 中 的 完备 系 ， 这 个 定义 只 有 当 
山 属于 共 孝 类 L? (或 万 时 才 有 用 。 从 定义 可 知 ,车 (中 ) 在 IL? 中 
是 完备 的 , 则 当 9>p 时 , ( 灿 ) 在 + 和 在 C 中 也 是 完备 的 。 

车 IL? 中 的 函数 系 (jn) 的 多 项 式 卫 ( 灿 ) 的 全 体 在 I?( 或 0) 中 
稠密 ， 则 称 ( 由 ,) 在 (或 0) 中 是 封闭 的 。 若 () 在 并 中 是 封闭 
的 而 1<g<p, 则 ( 灿 ) 在 Ze 中 也 是 封闭 的 ， 因 为 假设 f 是 "中 
的 任 一 函数 , 由 定理 1， J 中 有 函数 g 使 6,(f 一 9) < 十 如 再 由 已 
给 的 条 件 , 存在 着 多 项 式 多 满 中 8, (9, 色 ) < 二 6。 (2 一 Otto 
因此 从 (1.5.5) 得 到 gs(g, 轨 ) < 亏 e. 车 (#) 在 C 中 是 封闭 的 ， 


则 对 1<2<cce，(g) 在 Ze (但 在 L” 中 未 必 ) 是 封闭 的 ， 我 们 将 在 
第 二 章 中 看 到 函数 系 (z") 在 工 中 是 完备 的 和 在 C 中 是 封闭 的 ; 于 
是 可 见 , 对 1<p<oo, (2”) 在 Za 中 既是 完备 的 又 是 封闭 的 . 
车 $1.9 中 的 函数 系 (bo) 在 到 中 是 完备 的 (或 封闭 的 )， 而 
(4$,) 是 它 的 直 交 化 系 ， 则 (g,) 是 完备 的 (或 封 奢 的 )、 可 是 直 交 化 


16 ITI， 通 论 
的 过 程 要 求 假设 每 一 山 属 于 了 

若 ,是 一 完备 的 就 范 直 交 系 ， 又 了 和 9 关于 (加 ) 有 同样 的 
Fourier 级 数 , 则 二 9. 

在 结束 本 章 之 前 我 们 引入 三 个 很 简单 的 但 是 党 用 的 定理 ,为 
简单 起 匈 我 们 假定 (bw 是 7 中 的 就 范 直 交 系 . 

定理 6， 若 


9, 一 > cnmn —>f (L?) 了 


则 了 cng 是 了 的 Fourier 级 数 . 
因为 由 (1.7.3)， 


18nds =lim |&, Pndr = lim om 一 cm。 
定理 he 全 和 用 人 四 ( 特 二 ， 假 起 它 是 有 界 的 或 


s 


网 因 我 们 可 以 要 以 再 逐 项 积分 . 
”定理 8， 若 ( 因 ) 是 完备 的 ， 又 了 的 Fourier 级 数控 制 收敛 于 
8, 则 8 三 f. 
因为 由 定理 7， 这 里 的 级 数 是 其 和 的 Fourier 级 数 . 既然 
和 上 有 同样 的 Fourier 级 数 ， 因此 8 三 f。 特别 ,在 防 个 函数 都 连续 
的 点 上 -=f. 


TIT， Hilbert 空间 中 的 Fourier 级 数 


2.1 ZL? 中 一 般 的 玉 ourier 级 数 。 以 下 规定 ($8) 是 也 (a， 
5) 中 的 一 个 就 范 直 交 系 ,了 是 中 的 任意 函数 ,而 onqr 是 它 的 
Fourier 级 数 ， 我 们 称 


(2.1.1) ， f= Dongn 

为 的 n% 阶 Fourier 多 项 式 ， 这 里 NN 就 是 N. 
定理 9， 若 

(2.1.2) D,— > yngn 


此 


(2.1.3) NCf—B) =N (A) -Slenl?+ Olen mynl?, 
特别 ， 
(2.1.4) Na 一 加) — K(f) — Dienl’. 
容易 明了 , 通过 逐 项 积分 就 有 
[fd Sonn, | ldl?dr Slynl. 
因此 : 
Nf -6) | (fF-8) (FB) de 
一 了 (Donyn -Dey ynl 


— N32 (Ff) 一 > oj 二 六 (cm — Ym) (Cm —Ym) , 
这 就 是 (2.1.3) ， 作为 一 个 推论 , 我 们 有 
定理 10， 在 一 切 阶 多 项 式 5, 中， 给 出 了 的 最 侍 平 方 平均 


18 1T. Hilpert 空间 中 的 Fourier 级 数 
通 近 的 是 f 的 Fourier 多 项 式 玫 . 
定理 姑 . 车 f~(6,)， 则 


(2.1.5) S lor<N =/ lf hd. 


2.2 Riesz-Fischer 定理 下 面 的 定理 更 为 深刻 ， 因 为 
它 依赖 于 定理 2 (对 p==2). 

定理 吏 ， 很 设 玉 |6,]*<o%. 和 中 的 函数 了， 它 的 
Fourier 常数 是 oo， 而 f ,一 f (DL), 


县 


(2.2.1) | [六 一 Flaar ->0， 
(2.2.2) | f ds=SD ol. 


这 些 结果 几乎 立即 可 从 定理 2 推 得 .车 %>m， 则 当 w, m 都 
趋向 于 sc 时 ， 


b n 
| {fm— fn|? da 一 这 | cz| 2 一 0， 


”因此 存在 着 矿 中 的 商 数 了 满足 (2.2.1) ， 由 定理 6. 取 p 一 2， 即 
得 是 了 的 Fourier 常数 ， 最 后 ， 利 用 (2.1.4) 知 (2.2.1 和 
(2.2.2) 等 价 . 


2.3 完备 系 和 Parseval 定理 直到 现 岗 在 为 止 我 们 没有 
用 到 完备 性 的 概念 ; 现在 我 们 假设 (9,) 是 完备 的 、 王 是 推 得 ;第 
一 ， 定 理 12 中 的 是 本 质 瞧 一 的 ; 第 二 , 对 2 中 以 6 为 Fourier 
常数 的 任意 丽 数 访 @2.2.1) 和 (2.2.2) 都 成 立 . 
定理 雪 ， 车 (4) 是 完备 的 就 范 直 交 系 , 属于 /7， 县 


f~ (cu) ， 
” 则 下 与 (6) 满 是 人 2.2. 了 D 和 (2.2.2)， 


2.4 JMercer 定理 19 


由 于 之 co <<o0, 利 用 定理 11, 这 里 的 对 等 于 定理 42 中 的 


定理 14， 若 和 态 都 属 了 于, f~ (cs) 和 五 ~ (CO,), 则 
(2.3 .1) 、 | da 一 他 cn, 
这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 . 


和 


nh _ 机 了 n 
| fu do=—Don| pm F dr= nOm. 
全 0 三 人 
但 由 定理 13, f,->f(CD)， 所 以 由 (1 .7.3)， 
| AZ do>| fF de. 


级 数 的 绝对 收敛 性 是 从 之 jos 和 之 [Cu 的 收敛 性 得 到 的 . 

“Parseval 定理 ”这 个 名 称 有 时 用 于 (2.2.2) ,有 时 用 于 更 一 般 
的 等 式 (2.3.1). 可 以 看 出 , 这 里 出 现 的 定理 可 作为 Riesz*Fischer 
定理 的 一 个 极为 自然 的 推论 . 可 是 对 于 其 它 的 特殊 隙 数 系 ， 这 就 
不 是 那 末 显然 了 ; 其 困难 在 于 证 明 函 数 系 的 完备 性 ,而 在 此 地 是 作 
为 一 个 假设 的 . 


.4 Mercer 定理 从 定理 11 推 得 , 中 函数 的 Fourier 
常数 趋向 于 0， 如 果 我 们 假定 ($,) 具 有 更 多 的 条 件 , 则 (如 同 我 们 
在 $1.9 所 注 明 的 ) 可 以 定义 更 广 的 函数 类 的 Fourier 常数 一 
个 特别 重要 的 情形 (包含 三 角 函 数 系 在 内 ) 是 其 中 办 为 一 致 有 界 . 

定理 15. 项 (gw) 是 一 就 范 直 交 系 且 | 由 | 六 互 ， 则 工 中 任 一 


由 定理 1, 72 中 存在 着 本 五 使 
7-Zlde<s， 


车 下 一 (Cu ,出 
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ol= |Bdo < | PBsdo) + | -P71 ds 
<|Cs| + He. 
但 是 由 于 也 属于 7, 放 Cu->0; 因而 对 充分 大 的 mw |o1<257e， 


2.5 封闭 性 和 完备 性 。 ”从 我 们 的 分 析 可 知 在 2 中 封闭 性 
和 完备 性 是 等 价 的 (不论 函数 系 直 交 与 否 ). 

定理 16. 7?(a, 5) 中 的 函数 系 当 且 仅 当 它 完备 时 是 封闭 的 ， 

设 给 定 的 函数 系 为 (J,)， 由 $1.9, 只 要 对 由 人 就 范 直 交 化 
以 后 的 函数 系 (四 ) 证 明 等 价 人 性 就 可 以 了 . 

G) 车 (@,) 是 完备 的 是 属于 72, 则 由 定理 13, ,> 了 (LD?). 
由 于 有 是 一 个 多 项 式 本 ,所 以 (由 ) 是 封闭 的 . 

(i) 假设 (8,) 是 封闭 的 ，f 属 于 I 且 了 的 一 切 Fourier 常数 
为 0， 由 于 ($,) 是 封闭 的 ， 因 此 存在 着 一 列 多 项 式 使 D> 
f(D), 即 N(f 一 B,)->0; 于 是 ， 由 定理 10, N(f 一 f,)->0， 但 是 
户 =0, 所 以 NF=0, /=0. 这 样 ，(d) 是 完备 的 . 

自然 变 问 在 不 具备 上 述 等 价 性 的 其 它 空 间 LI? 中 还 有 什么 是 
正确 的 呢 ? 下 述 两 个 定理 给 出 这 个 问题 的 解答 ,我 们 将 证 明定 理 
17, 但 略 波 定 理 18 的 证 明 ， 因为 它 依 属 于 一 个 记 谢 " 强 收 化 "的 板 
念 ,而 这 个 概念 我 们 不 打算 用 它 . 

定理 17、 若 1<p<o0, 而 人 hn) 在 到 中 是 封闭 的 ， 则 它 在 到 


刘 
本 
和 


为 了 证 明定 理 1 了， 假设 (Ww) 在 于 中 是 封闭 的 ， 又 设 才 属于 
了 2 ， 且 对 每 一 %， | 和 az=0. 写 着 f=|fie*， 串 et 一 6-ib(z) 是 


可 测 且 有 界 的 , 因而 属于 L?。 所 以 存在 着 一 列 多 项 式 针 , 使 也 ,一 > 
eb(L")， 同时 由 (1.7.3)， 


2.6 三 角 函 数 系 的 完备 性 21 
| laz=| fe-" dv = Yim {fv, dx=0, 


从 而 得 到 f= 二 0， 因此 必 ) 在 Z2z 中 是 完备 的 . 
定理 18 在 p=1 时 并 不 成 立 . 


2.6 三 角 函 数 系 的 完备 性 。 ”我们 现在 来 证 明 三 角 函 数 系 
(E) 和 (了 ) 是 在 工 中 (从 而 在 熙 中 ) 完 备 的 . 

定理 19， 三 负 函 数 系 (了 和 (7) 在 (一 wm) 中 是 完备 的 
车 /属于 荆 (一 x, 四， 又 了 的 Fourier 党 数 缘 为 0, 则 7 是 夫 

选择 哪个 函数 系 显然 是 没有 什么 区 别 的 ， 我 们 选取 (2 ， 并 
且 首先 证 明 假若 (了 了) 在 C 中 是 完备 的 , 那 末 (7) 在 工 中 也 是 完备 
的 .为 此 假定 了 是 地 中 的 一 个 实 函 数 ,并 且 设 


(ao) 一 | fF) dy— aor, 


那 末 玉 是 连续 的 和 周期 的 . 若 王 ~ (4 也)，2> 二 则 由 分 部 积 
分 , 成 立 着 
4,= 二 | F(w)cosny dr= -去 全 fF (x) sin nz dx 


On 


类 似 地 B,=an/n”). 若 对 一 切 入 ， Ca b, 都 是 0， 则 对 赂 六 下， 网 ， 和 


BB, 都 是 0， 且 一 子 如 的 一 切 Fourier 常数 都 是 0， 既 然 假定 


(T) 是 在 C 中 完备 的 , 由 则 也 -二 46=0. 又 五 是 连续 的 , 故 


-地 和 7= 王 oo 一 0， 


现在 只 要 证 明 (T) 在 C 中 是 完备 的 . 我 们 暂时 假定 ， 对 于 任 
意 正 数 3 和 7， 有 三 角 多 项 式 卫 (2) 使 


”” 46 的 值 参 见 定 理 43(8 3.8) 
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(2.6.1) T(z) >0, | me dz=1, 克 (op) < 
(<lz|<a， 
现在 假设 了 是 连续 的 但 不 为 零 , 它 的 最 大 模 为 于 ,此 外 一 切 m 和 
都 是 0, 则 对 每 一 个 
[ft] FDOT 0 
由 于 了 =0, 必 有 cx0 和 使 了 (8) 一 6 不 妨 设 < 是 正 数 ， 因 为 
是 连续 的 , 所 以 有 正 数 8 使 在 (一 8, +6) 内 了 />> 寺 6; 从 而 


下- f (w+ET, (cz)ada 
本 |, T, (gd — (全 二 | 和， (dz 
-4 (Ge) roe 
于 ce— (#0+M)2e,. 
对 于 充分 小 的 n, 这 是 一 个 矛盾 . 
我 们 尚 须 证 明 , 确实 存在 着 满足 (2.6. 力 的 世 ,， 便 如 取 
1 2m 
CHeosmm (eos 可 z) 
全 (1+ecosw) "dr | 《es 二) de da 
显然 卫 , 满足 (2.6.1) 的 前 二 条 件 , 而 当 3$ 委 xz 委 r 和 一 >ce 时 ， 
(eas 志 3)” 9 马 合 | 
了 < 一- 所 二 | 一 一 一 一 一 一 0， 


本 二 \a2n 0 cosi 8 
| (cos 豆 z) ds 4 


因此 对 充分 大 的 m7, 也 满足 (2.6.1) 的 第 三 个 条 件 . 


,= 


2. 7 三 角 级 数 的 Parseval 定理 和 Riesz-Fischer 定理 
现 在 我 们 要 对 泗 数 系 (EE) 和 (了 了) 将 定理 10 到 14 的 内 容重 新 


2.8 关于 其 它 函 数 系 的 一 些 定理 23 


加 以 叙述 ， 关 于 (7) 我 们 只 叙述 最 重要 的 情况 ， 即 函数 是 实 的 情 
况 下 的 结果 . 
定理 20. 在 一切 " 阶 复 于 角 多 项 式 中 ， 给 出 到 中 函数 7 的 


让 


a 


和 则 呈 |6u | 是 中 站 的 且 


@.7. 训 | la Blol: 

和 

) 7 1 

(2.7 .2) p= lf 一 户 |2 az 一 >0， 
车 五 也 属于 态 上 且 也 ~(C), 则 

79 去 fF dv—So0,. 


各 5 是 使 之 政 伍 的 任 一 数列 ， 则 在 22 中 存在 着 实质 上 


+ 
s§ 
9 


(2.7.4) a a 0 

和 

(2.7.5) | fhdz 一 王 ao4o+ 立 (qd, 4 5,B,). 
om I 


2.8 关于 其 它 函 数 系 的 一 些 定理 在 这 一 节 和 下 一 节 中 
我 们 收集 了 一 些 可 从 定理 19 推出 的 结果 . 这 些 结果 具有 同样 的 深 
度 , 而 它们 之 闻 的 逻辑 依赖 关系 可 用 许多 不 同 的 方法 表达 出 来 . 

(1) 我 们 第 一 个 附注 是 显然 的 。 81.1043) 中 的 函数 系 (C) 和 
(5S) 在 (一 x5, mw) 上 不 是 完备 的 , 例如 sinz 关于 (C0) 的 一 切 Fourier 
常数 为 0。 但 是 每 一 系 在 (0, xw) 上 是 完备 的 . 例如 , 假设 f(z2) 定 
义 于 (0, wm) 而 它 关 于 (0) 的 Fourier 常数 全 为 0; 又 设 


2 和 II.，Hilbert 空间 中 的 Pourier 级 数 


ff GE, 由 )， 
ft)=f(—2) ZE 一 TO))， 

则 | 产 为 偶 函 数 . 产 关于 (全) 的 Fourier 常数 均 为 0， 所 以 六 二 0， 
从 而 f 二 0, 

(2) 下 一 定理 是 关于 非 直 交 函数 系 的 . 

定理 怠 ， 对 于 n 一 入 ,十 1，…, 函数 系 (on) 在 L(4, 5) 上 
是 完备 的 

这 里 (e,， 人 0) 是 任意 有 限 区 间 . 我 们 必须 证 明 由 

| zaz=o (n=N, N+1, .…) 


推出 f=0， 利 用 wx” 了 代替 了 可 将 定理 归结 为 六 一 0 的 情形 ; 再 由 、 
一 个 线性 变换 可 归结 为 w= 一 上, 5= 的 情形 ， 伺 在 这 个 情形 下 ， 
， 因为 cos mz 与 sinmz 的 Taylor 级 数 这 nr" 在 (—w, Tt) 上 是 一 
z 致 收敛 的 ， 所 以 对 于 一 切 m 有 


| f (2) oi Sn 人 dz = 之 uw f (2) wv dr 一 0. 


从 而 由 定理 19 推 得 f=0.， 
一 个 推论 是 ，81.10(4) 中 的 Legendre 函数 系 在 工 (一 1， 了 
十 是 完备 的 . 


2.9 Weierstrass 定理 函数 系 (z2) 在 二 中 是 完备 的 ， 
从 而 在 任意 I? 中 和 在 C 中 是 完备 的 . 从 定理 18 推出 它 在 任意 
Te (1<2p<co) 中 是 封闭 的 ， 但 此 论断 依赖 于 一 个 我 们 未 曾 证 明 的 
定理 ， 所 以 它 的 真实 性 没有 揭露 ， 其 实 ， 其 真实 性 包含 在 有 名 的 
Weierstrass 定理 之 中 ， 

定理 23.， 若 f (o 在 Ca, 5> 上 连续 , 则 存在 着 多 项 式 P(z) 使 
得 对 于 a<wb 有 1 一 卫 | <e， 

换言之 , (4) 在 C 中 是 封闭 的 . 关于 Weierstrass 定理 ， 有 许 
多 以 各 种 重要 原理 为 基础 的 直接 证 明 ， 但 从 三 角 多 项 式 的 相应 定 


2.9 Weierstrass 定理 - 25 


理 推 导出 来 在 此 地 最 为 自然 . 
定理 验 . 车 f(%) 是 周期 函数 且 在 < 一 +,，7> 上 连续 , 则 存在 


和 


着 三 角 多 项 式 T 了 ,(%) 使 对 一 r 生 7z< 开 有 | 了 一 了 ,| 二， 


显然 , 在 Ca 中 有 周期 函数 g 使 |f 一 9|- -了 8， 对 这 样 的 9 和 


”对 n>0, 利用 两 次 分 部 积分 得 到 


三 9 Sin 00 0 一 - 广 | 0” nn nz dr=0 (三 
因此 由 定理 8 及 19, 9 的 Fourier 级 数 一 致 收敛 , 它 的 和 为 9。， 廊 


以 假如 工 , 是 9 的 Fourier 级 数 的 足够 多 项 的 和 , 则 有 
1 一 下 ,| < 地 2， 
从 而 jj 一 了 | <. 


特别 ， 定 理 24 表示 (不 利用 定理 18) (7) 在 77 中 是 封闭 的 . 
因为 由 定理 1, 连续 的 周期 函数 类 在 L? 中 稠密 ,而 由 定理 24， 


(2 在 中 是 封闭 的 . 
定理 23 是 一 推论 . 首先 作 一 线性 变换 可 将 定理 归结 为 
1 1 
C& 一 一 二 和 b= 


2 2 
的 情形 ;而 在 (一 地 x， 于 ) 外 定义 了 使 之 成 为 一 个 具有 周期 为 
2z 的 连续 画 数 ， 于 是 存在 着 三 角 多 项 式 T, 使 对 一 切 2 有 
If -|< 吾 


但 由 Taylor 定理 ， TD, 可 以 展开 为 在 《一 x, < 上 一 致 收敛 的 第 级 
数 ， 若 了 是 此 级 数 的 足够 多 项 的 和 , 则 对 


-元 xn<z< 二 下 


有 
| 人 一 也 | < 二 lIf—Pl<e. 


II Fomrier 三 角 级 数 的 其 它 性 质 


3.1 Fourier 常数 的 简单 性 质 这 里 我 们 集中 注意 于 
$1.3 所 定义 的 Fourier 三 角 级 数 ， 就 应 用 的 方便 采取 复 的 形式 
() 或 实 的 形式 (T) ,在 后 一 情形 通常 假设 是 实 的 . 在 任何 情况 
都 假定 了 是 局 期 函数 .我们 从 一 些 显然 的 事实 开始 . 

定理 3G， 车 f (四 ~(om)， 则 了 (一 人 ~(ew) 和 f(6)~(6-n)，， 
著 m 为 整数 , 则 em”* 了 (0) ~ (er-m)， 车 f~《ew) ,9g~《d), 则 

af +bg~ (ac, + bd,). 
“定理 26.， 若 了 人 {的 ~(ew), 则 了 (8 十 0) ~ (Os(o)), 又 车 
f (0) ~ (Qn, bn), 
则 
f (0toa) ~ (A la), Bla)) ™. | 

定理 好， 若 了 绝对 连续 , 则 六 ~ (ncw 或 ~ (nb 一 ma. 

上 述 诸 定理 的 证 明 留 给 读者 最 后 一 个 定理 和 $ 2.6 一 样 可 
用 分 部 积分 法 证 得 . 

定理 如 例如 了 与 9 属于 天 ,7 和 9g~~(d)， 则 


fo~ (7,), 
其 中 
(3.1.1) ra— Dondnn. 


由 定理 25 得 知 9~(4-,) 和 hh=ge”*~ (dm_,)， 因 此 , 利用 形 
式 人 2.3.1 的 Parseval 定理 于 了 和 及, 得 到 


| foge™ie | 太一 了 字 Cut np 


4 Bs 和 On 分别 由 (1.1.2),(1.2.6) 和 民 .1.8) 所 定义 ， 
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将 于 式 中 的 mr 和 nn 互 换 就 是 (3.1.1)， fg 的 实 的 Fourier 常数 的 
表达 式 较 为 复杂 ， 

公式 (3.1.1) 和 (4.8.1) 相 仿 , 因而 (mw) 可 称 为 (ec,) 和 (4d) 的 折 
合 . 与 之 相应 提出 了 一 个 逆 定 理 . 

定理 妈 ， 候 如 /与 9 属于 ZL, f~(cw), g~ (dn), 7 是 了 与 9 
的 折合 , 则 ?~ (co dr) . 

由 定理 4, 了 属于 也 且 


去 |)e d= | {FO0-De "nga. 
此 地 里 边 的 积分 是 (0)e- 与 g(9)e "的 折合 ; 因此 由 (1.8.2)， 
站 (gje-oed0= | f (0)e-medg 去 | g (eme db 0nd,. 


3.2 Riemann-Lebesgue 定理 现在 来 讨论 Fourier 级 
数 的 基本 定理 之 一 ， 

定理 30， 任何 可 积 函 数 的 Fourier 常数 趋向 了 于 0. 

此 定理 是 定理 15 的 特殊 情况 . 由 于 它 的 重要 性 我 们 再 给 出 一 
个 证 明 方 法 , 我 们 安排 这 样 一 个 证 明 是 为 了 获得 一 个 重大 的 推广 . 

定理 中 设 了 和 9 都 有 周期 2m; 了 属于 7 g 属于 VA 和 a 
为 实数 ; 又 一 +<a<b<w， 则 当 | 对 -co 时 ,关于 4 0 a 一 致 地 
成 立 着 
(3.2.1) Jlg,b,a,N -| fF (0+o)g(0)e "a0 >0. 


定理 30 是 定理 31 当 5 -mm 5 了 =m, 2 二 0, y=1 hn 时 的 
情况 . 
Gi) 先 设 g 一 I， 我 们 可 以 认为 A>>0， 则 
b —At0 Dm/ I TT Yn 
J=| f(0+o)e d0 = | f(btat TE)e ii 


8 一 是 /0 


一 -| (6+at TE)e "ddrt+oll), 
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因为 改变 积分 限 所 引起 的 误差 至 多 是 | 1F140 在 丙 个 长 为 mh 的 
区 间 . 上 的 积分 , 因而 它 当 |X|>oe 时 一 致 地 为 o(1， 所 以 
(8.2.2) -| {f (0+0) 一 J(6+a+ 亚 jje ab+o0D， 

由 定理 3 (用 p=1) 得 到 

(3.2.8) 71< 才 | 区 (+a+ 亚 ) —f (0+a) |d9 -+o(D) 


=0(1). 
特别 ， 当 4 一 一 x，8 一 x，a 一 0， 和 一 wn 时， 所 有 积分 都 是 在 
《一 zx, T) 上 的 积分 ， 在 (3.2.2) 中 的 ol 有 DD 可 以 删 去 因此 我 们 得 
到 |cs| 的 一 个 重要 的 上 界 , 即 


(3.2.4) lel < (0+)-7(0) | (#0). 


(i) 不 妨 假设 和 9 是 实 的 . 例如 gEV, 则 g=g1 一 9， 其 
中 gi、92 是 正 的 、 有 界 的 递 降 函数 . 于 是 v 是 由 四 个 相似 的 积分 
所 组 成 , 其 中 之 一 为 


| f (0 +a) gi(0) cos M0 A= gi (a) | f (G40) cosA0 dO, 
这 里 a<e<b, 因而 由 () 推 得 所 要 的 结果 . 


3.3 儿 个 简单 不 等 式 ” 在 本 节 中 我 们 收集 了 几 种 特殊 类 型 
污 数 的 Fourier 常数 的 简单 定理 . 

定理 32. 车 f=>0, 则 |o| 和 co，|c| 和 co，| 0 入 co. 

定理 383. 若 了 为 奇 函 数 ,上 且 在 (0, zw) 上 > 0, 则 | 2 入 mba. 

这 些 定理 的 证 明 留 给 读者 ; 定理 33 的 证 明 可 用 不 等 式 

|sinn6 | <n|sin 9| 

来 完成 . 

定理 32 和 33 在 解析 函数 的 理论 中 有 有 趣 的 应 用 . 

(Qi) 假设 互 (0) 二 Co 十 C012 十 029 了 … 是 在 7 二 上 正则 的 解析 函数 ， 又 设 


3.4 ”Fourier 常数 的 数量 级 29 


= 一 it 和 40， 出 对 固定 的 7+, 满足 定理 32 的 条 件 , 因此 ,由 (1.2.10)， 
有 10,ir"<28C6o、 令 11 得 到 : 假如 当 7<1 时 = Cs? 的 实 部 0， 则 
Reo~0 和 当 4~0 时 1C,|<2RCo， | 

Ci) 假设 五 (2} = 二 s+Csa#? 十 … 在 |z|<<1 是 正则 相 单 叶 * 的 ， 且 其 系数 
均 为 实数 . 稍 加 考虑 即 知 圆周 |z| ==+ <1 经 过 变换 w=f(#) 映照 到 名 平面 
的 一 个 Jordan 曲线 , 它 一 定 通过 两 个 实 的 点 , 即 对 应 于 2 二 土 ? 的 点 , 并 且 对 
轩 定 的 7，u 满足 定理 33 的 条 件 ， 工 死 由 (.23.10) 有 |C,|r"<<nr。 令 +1 
得 到 : 假如 五 = 一 Coz 十 … 有 实 系 数 且 在 1z| < 工 是 单 叶 的 ， 则 [Ce| 二， 


= 


在 下 面 两 个 定理 中 取 《0，2z) 为 基本 区 间 较 合适 ， 
定理 34， 若 了 在 (0, 2x) 上 递 降 , 则 和 >>0. 
因为 


xb, = Ss" (+ -f(T + 三 -+9)| sin nb d0>0. 


0 


定理 中 .车 了 在 (0, 2x) 上 是 是 的 和 m0, 则 a, 宕 0. 


因为 了 (2 二 有) 一 了 (2) 对 于 每 一 个 正 的 4 是 2 的 递增 函数 ， 记 


以 
人 
一 /全 亚 十 至- 0)+f( T+ 十 和 0)) cosng dg =>0. 


3.4 ourier 常数 的 数量 级 Riemann-1lebesgue 定理 
指出 , 任何 一 个 因数 卫 的 Fourier 常数 趋向 于 0; 这 个 命题 在 某 种 
意义 下 ， 即 使 对 连续 函数 而 言 ， 也 不 能 再 改进 了 .因为 ， 假 如 (x) 
是 任意 一 个 正 的 递 降 数 列 但 具有 极限 为 0， 我 们 可 以 选取 一 个 趋 
向 无 穷 大 的 整数 序列 nw 适合 于 12 > Xuw。 级 数 袜 有 2cosmag 为 一 
致 收 敏 ， 所 以 它 是 一 个 连续 焉 数 的 Fourier 级 数 而 当 n=ny 时 a 
= 2 


如 果 一 个 酒 数 在 某 区 域内 不 会 两 次 取 到 相同 的 注 数 值 , 称 此 函数 在 该 区 域内 是 
单 有 时 的 。 
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定理 36， 设 0<c<1， 假 如 |FGg 二 及 一 F0) 一 0(9) 关 
于 9 一 致 地 成 立 ,或 者 更 一 般 地 , 假如 对 p>1 成 立 着 


ss 


VY 
=0(|h|®), 
则 
co 一 O( mo 一) . 
因为 由 (3.2. 人 和 (1.5.5) 有 
lo < 可 MA(@+ 王 )-/GO)| < 到 Mo|7(9+ 王 )-7G)。 
当 0 换 成 。 时 , 有 着 相应 的 定理 . 
定理 37。 假如 属于 六 , 则 w 一 O(ln|-5)， 更 精确 地 说 , 设 
V 是 了 在 (0, 2m) 上 的 全 变 差 , 则 2x |no,| <V. 


例如 设 m%>0， 则 
ol=| 志 人 AGOeeag 


-0 
定理 38. 若 / 了 为 绝对 连续 (特别 设 了 为 有 界 ) 则 


因为 ,假如 0 而 以 是 产 的 第 nn 个 Fourier 常数 , 则 由 定理 
27 及 30， 有 nes 一 0 二 0(1). 

定理 39. 假设 了 在 《一 x, x》 上 除了 有 限 个 (J 个 ) 纪 处 有 跳 
路 = 了 (6;+0) 一 了 (8; 一 0) 外 是 连续 的 ,而 在 连续 区 间 内 是 绝对 连 
续 的 ,又 设 % 夫 0,， 则 


> J 
(3.4.1) 06+tod Dae -了 f'(0)e-reag 


2nx 存 
-人 (机 


用 划分 积分 区 间 和 分 部 积分 法 立即 可 以 证 明定 理 39. 


3.5 有 界 变 差 函数 31 
定理 和 ， 设 7 -绝对 连续 (特别 设 J 有 界 ), 册 
cr 一 0( 2| 2) 。 


这 是 定理 27 及 30 的 另 一 个 推论 . 


3.5 有 界 变 差 函数 ”通常 我 们 所 研究 的 上 中 的 函数 或 者 
是 不 连续 的 或 者 是 绝对 连续 的 , 后 者 的 Fourier 常数 为 om 一) 
可 能 会 认为 中 的 函数 了 的 Fourier 常数 为 o(ln| 的 必要 充 
分 条 件 是 了 为 连续 . 但 是 , 事情 不 是 那么 简单 . 

定理 钙 . 存在 着 了 中 的 连续 函数 , 其 c 关 oo 一) ， 


和 


我 们 取 !0,， 2z) 为 基本 区 间 . 用 1; 了 os, J 了 2; Da.1, T p 


表示 \0，2z) 上 的 “Cantor 的 三 分 集 ”的 余 区 间 ， 石 :是 ( 写 mm 
#7)， 即 三 等 分 的 中 间 一 个 区 间 ， .Is 是 剩 下 来 的 区 间 


(0, 3 a) 和 (Sw, 2z] 网 三 等 分 的 中 间 一 个 区 同 ， 等 等 ， 我 人 
定义 使 在 五“ 上 为 本 在 Te 了 3 上 为 开 , 于 在 Ta 
13,2, 。 .上 为 二 BB 部， …; 等 等 ， 这 样 $(0) 除了 在 Cantor 集 的 9 
而 外 对 一 切 9 全 有 定义 ,在 Cantor 集 上 根据 连续 性 来 定义 ， 于 是 
(9) 是 连续 的 , 它 关 于 0 从 0 增加 到 1, 且 其 导数 几乎 处 处 为 0. 这 
是 人 中 的 连续 但 不 是 绝对 连续 画 数 的 典型 例子 . 假设 当 0<0<2x 
时 了 (9) = 加 (0) 一 0/2x， 又 设 1(6) 是 周期 函数 ， 则 (9) 是 六 中 一 
个 连续 的 周期 函数 ， 若 n>0, 则 


只 _ 1 2 OO 一 iid 
(3.5.1) c= 元 | {$00) 3}e dg 


_ 1 27 一 1 洽 Dn 
一 | 0 dp 0) = sy: 


假如 我 们 能 够 证 明 pp, 不 趋向 于 0, 则 79) 就 是 定理 中 所 要 求 的 函 
数 . 
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取 n=3"， 则 因 四 在 (守信 vw ) 中 为 常数 ， 在 剩 下 来 的 丙 
个 区 闻 中 有 同样 的 变化 , 所 以 
(3.5.2) Dam — | 03"i0 gg (0) -2 em agp (0) > 
又 因 中 ( 吾 9) 一 去 四 (9), 所 以 
2 eag(s0) -| ee ap) pm. 


0 


从 而 推 得 pam 一 Pi 所 以 只 要 证 明 pn 站 0 就 够 了 .但 由 9) 在 


Gs) 


为 常数 , 因此 由 (3.5.2)， 


gp-2(] + ) cosb dp (0) 
-站 geos 人 x )}ag lo), 


2 jcus2 


os 和 
VQ 


4 
cos 9+cos (G+ )- 2co0s (9+ 
go 
>=-2cos 三 
“可 

所 以 

Rp 24do0s 2 zo0s En ("apey 
P14c0379 7 COS g7| dp (0) 


2 4 
一 208 可 a cos TT>0. 


V 中 的 函数 可 以 有 可 列 无 限 个 跳跃 点 ， 但 /在 这 些 点 的 取 值 
不 影响 它 的 Fourier 常数 . 因此 不 妨 设 对 于 一 切 和 


f(0)=5 {f(0+0) +f(0—0)), 
那 末 Wiener 曾经 证 得 了 为 连续 的 必要 充分 条 件 是 


3.6 几 个 基本 公式 33 


Blnenl -oo 
这 个 条 件 特别 当 c, 二 041%|) 时 是 成 立 的 ， 
3.6 几 个 基本 公式 为 方便 起 见 , 于 此 汇集 几 个 今后 经 常 


用 到 的 有 名 的 定理 . 证明 留 给 读者 . 
首先 , 成 立 着 下 列 恒等式 : 


(3.6.1) D,(0) = +c0s0 + eos20+ +cosng 
. 1 
_ sin (n+ 辟 ) 0 
. 1 ’ 
2 sin 到 9 
(3.6.2) D0) =sin0+sin20+.-+sin ng 


cos 地 0 — eos (n+ 总 ) 加 


3 


2sin 二 0 
、 _ Do 0) + D1(0) + 1, (9) 
(3.6.3) F,.(0) TT 
_ 1—cos(nt1)0 
4(ntl)sin? 吉 0 


如 果 在 9=2kz 处 我 们 定义 右 方 使 之 连续 , 则 上 述 诸 式 对 一 切 
0 有 成立 .又 
1 fs 1 fx 
(3.6.4) =|  D.(0)a0=1, 元 | F,(0)40=1. 
其 次 , 成 立 着 不 等 式 
(3.6.5) Jsin | <10|， 1—cos 0<5 0 


(3.6.6) sin 9 二 (0<9<7), 
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2 os 
1—co0=— 0 (0<0<n), 
0 


3.6.7 ws ne| 一 1 
(3.6.7) 和 > I | 


#9 | 入 
一 本 三， BD 入 ,Eni8 | < n 
| sin [a 了 


， 工 | 
sin3 0, 


在 (3.6.7), 0 了 2kx, 0<p<g, 且 入 是 正 的 ， 它 当 n 增 加 时 递 降 . 
一 个 推论 是 ， 假 如 入 递 降 于 0, 则 之 和 me” 在 每 一 个 不 包含 2 的 
倍数 的 闭 区 间 上 是 一 致 收敛 的 . 
最 后 ,我 们 定义 du 和 4 如 下 : 
一 一 1 一) 
若 bo 一 0, 则 爱 4 一 wo; 又 车 人 ww 志 0, 即 设 (是 凸 的 , 则 
由 20， 94 一 >0， 


三 
(3.6.8) n+1) Bu = EO= uo, 
这 里 所 有 的 求 和 号 都 是 从 0 到 oc， 
3.7 一 个 特殊 的 三 角 级 数 特殊 的 三 角 级 数 
(3.7.1) S(O) = s 吃 


在 一 般 理论 中 是 特别 重要 的 . 
我 们 定义 f(9) 如 下 : 


(3.7.2) f(0) 一 于 (一 (0<0<2x), f(0) =0, 


而 在 其 它 地 方 由 周期 性 来 定义 。 它 是 奇 函 数 , 在 0 点 有 一 个 卡拉 
mx， 并且 是 在 一 个 周期 内 恰 有 一 个 跳跃 点 的 最 简单 的 周期 函数 . 
设 f( 扑 ~(@wy 6,), 则 Qs 一 0, 而 当 w>0 时 由 分 部 积分 ， 


b= 二 |。 GOsinngag 一 元 
ITJO | 


因而 了 的 fourier 级 数 即 为 有 
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级 数 久 对 于 一 切 9 是 收敛 的 ， 在 任 一 不 合 2z 的 倍数 的 闭 区 
间 上 是 一 致 收敛 的 ， 我 们 将 要 证 明 它 是 有 界 收敛 的 ， 更 一 般 地 ， 
我 们 娶 证 明 : 设 入 是 的 正 的 递 降 函 数目 mn 和 二 妃 ， 则 世 XnsinnO 
是 有 界 收 和 敛 的 .不妨 假设 豆 = 工 和 0<0<r， 于 是 , 记 
2 一 Min(n，[r/ 的)， 
就 有 
s, (0) = > hn Sin mb 一 (> +>) Nm sin mg 一 sD(9) +s (0) 
(第 二 项 当 v 宇 wn 时 是 零 ) .此 地 
[ss 0) |<0 mo<z0<m， 
而 由 《3.6.5) 至 (3.,6.7) 有 


|s2(0) | < < 

sin30 
特别 , 8S 为 有 界 收敛 ; 因此 由 定理 8, 它 的 和 就 是 f， 于 是 证 得 
定理 又， 级 数 8 生 f 的 Fourier 级 数 开 且 有 界 地 收 伍 于 了 f， 


和 


SD ~ 


是 


这 里 ,定理 42 的 证 明 ( 用 到 定理 8) 用 了 三 角 函 数 系 (7 的 完备 性 。 因此 
用 别 的 方法 能 够 直接 求 S 的 和 是 有 重要 意义 的 , 这 种 方法 在 数学 分 析 的 教科 
书 上 可 以 找到 .例如 , 设 二 re*, 7 <1, 0<0<2x, 由 级 数 
1 » 


log(1—2)=— TT “3 
取 其 实 部 和 虚 部 ,用 Abel 定理 可 得 到 
(3.7.3) 己 型 吧 - 寺 (mr-9， 六- 如 对 -log- 一 二 
“ 2sin 可 6 
《0 一 身 二 2 地) . 


第 -一式 是 定理 42 的 一 部 分 。 第 二 式 可 如 第 一 式 一 洋 求 得 ， 但 余弦 级 数 当 
9=:2kzt 时 是 发 散 的 ， 我 们 必须 证 明 它 在 (0,， 3m) 内 是 控制 收敛 的 ， 
一 个 简单 的 推论 是 : 


3.7.4) sing+ 二 si 30+ 志 sin 56+ = eend (一 <9<am， 


Am 
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其 中 sgn6 当 0 为 正 , 零 或 负 时 分 别 取 1, 0 或 一 1. 这 个 级 数 是 有 界 收敛 的 ， 
并 且 是 其 和 的 Hourier 级 数 ， 级 数 的 和 在 所 有 点 kr 有 踊跃 ， 它 是 最 简单 的 
非常 数 的 周期 阶梯 函数 . 


3.8 Kourier 级 数 的 积分 现在 应 用 定理 各 于 一 个 重 
要 的 一 般 定 理 的 证 明 . 
定理 43. 设 了 ~ (Qu, 0,) ? 则 


(3.8.1) 3 | f(0) (x0)d0 


1 WA 2zr Jo 


1 f™ \ 
= | f(0) (rsgnO—0)d0. 


(3.8.2) FO) = 70) 太一 可 oob 


to 


-区 如 - 一 号 加 cos 吧 一 osinog 


1 匆 ? 


最 后 一 个 级 数 是 一 至 收敛 的 . 


® 


显然 (0) 是 周期 西数 且 卫 (26r) 一 0， 又 由 定理 和, 得 到 
(3.8.3) Sh) OP dy 


> -/ Ff(0) (xz 一 的 dB， 


这 就 是 (3.8. 耳 . 

其 次 , 要 证 明 (3.8.2), 我 们 不 妨 假设 ao 一 0，f (0+ 从 作为 1 
的 函数 ， 其 Fourier 常数 由 定理 26 知 为 4,(0) 及 B,(0)。 所 以 利 
用 我 们 已 经 证 明 的 (9+ 引 = 了 (60+ 从 ,得 到 


D3 2 FOHH (ratadt 


1 辆 


FO+i[ re 
一 一 十 去 (d+ dt. 


但 由 分 部 积分 和 (3.8. 二 可见 


名 了 
一 人 


3.8 ”Fourier 级 数 的 积分 


1 [pot d= i( FO)d 
| ( +#) 二 (t) dt 


~ fF) 《和 -HD 


3x nN 


从 而 证 得 (3.8.2)， 
最 后 ,级 数 (3.8.2) 是 一 致 收 全 的 .因为 


Sy | < < 二 | Jf (O48) | > 于 ‘ 1 


< 77(| |。 ， ) [fF(O+t) a 


+ HD la 
一 了 十 72。 
我 们 可 以 选取 5 一 6(e) 使 | 五 | 天 然后 ， 因 为 8 在 (6, 2x 一 56) 
上 一 致 收 僵 ， 所 以 可 以 取 N=N(6, e) 一 N(s) 使 当 g>p 宇 入 时 
[Ts! <e. 
我 们 也 可 以 将 (3.8.2) 写 成 


F(0) = Sm cosng) _ -S| 4 a. 


因此 我 们 特别 证 明了 
定理 性 任何 Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 , 并 且 积 分 后 的 级 
数 是 一 致 收敛 的 . 


(3.8.2) 的 “ 复 的 形式 为 


(3.8&.4) FH) -| Fat 一 cog 一 1 位 过 - 7 En Eni8 
FD 


HP 多 
定理 43 和 44 给 出 (2 的 完备 性 的 另 一 证 明 . 因为 假如 对 一 
切 mw 一 加 一 0 则 五 (0)=0, 从 而 9) 二 0， 这 个 证 明 当 然 要 求 
我 们 不 借助 于 定理 8 而 已 用 初等 方法 找到 了 SS 的 和 . 


假如 在 (3.7.3) 的 第 一 个 级 数 中 用 t 代 9, 然后 从 1 二 0 到 +=6 积分 , 我 
们 得 到 
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(3.8.5) 0 (0<0<27). 
从 0 到 5 积分 第 二 个 级 数 ,得 到 

三 , 1 

| “log (2 sin 二 9)a0=0, 
酚 光 


下 = 和 = | 1 
(3.8.6) [ 0 cot 940= -| log sin 64d9= 奋 wlog 2. 
[a 0 


3.9 一 个 基本 的 收敛 定理 。 ”我们 可 以 用 定理 39 和 定理 4 
得 到 一 个 关于 Fourier 级 数 的 收敛 定 理 ， 它 在 一 般 情况 中 已 经 够 
用 . : 

定理 令 ， 设 7(g) 满足 定理 39 的 条 件 , 则 其 Tourior 级 数 有 
界 收 敏 于 亏 {f (9 十 0) + 太一 0)} ,而 在 任何 连续 的 闭 区 间 内 一 至 
收敛 于 (6). 

由 (3 全力 所 得 (在 形式 上 ) 


T e060 = C0— Ba ; 翌 元 工 ni 名 与 入 Yn ei, 
六 和 人 


其 中 ,为 了 六 和 的 Fourier 常数 . 因为 属于 工 ,由 定理 43 可 知 最 
后 的 级 数 是 一 致 收敛 的 .右边 第 二 项 可 以 写成 


这 个 级 数 是 有 界 收敛 的 ; 在 其 和 的 任何 连续 闭 区 间 上 为 一 致 收敛 ， 
且 在 6; 有 和 


(67 一 豆 > {y(t+0) +w(s;—0)}. 
再 由 定理 8 即 得 本 定理 . 


3.10 具有 递 降 系数 的 级 数 。 ” 当 入 ,为 正 的 是 单调 递 降 欧 
于 0 时 ,级 数 


3.10 ”具有 递 降 系数 的 级 数 39 
(C) 于 + 全 cosng， (S Thsinng 


在 任何 区 间 0<6<0<2w 一 6 上 一 致 收敛 于 和 函数 (0) 与 9(0): 
S 对 所 有 4 收 剑 , 0 或 许 除 了 909=26z 外 才 收 全 . 它们 其 有 不 少 有 
趣 的 但 不 很 明显 的 性 质 , 于 此 将 加 以 叙述 . 因 9 为 偶 函 数 而 8 为 
奇 函数 , 所 以 我 们 只 要 考虑 区 间 (0，r) . 

定理 钙 ， 假如 了 (或 9) 属于 工 ， 则 C (或 8) 为 f (或 9) 的 
Fourier 级 数 . 

这 是 第 YII 章 中 要 证 明 的 相当 艰深 的 一 般 定理 (定理 100) 的 
一 个 推论 . 可 是 对 于 这 些 特殊 的 级 数 存 在 背 简 单 的 证 明 . 

(i) 对 于 任意 固定 的 办， 因为 由 (3.6.5)，(3.6.6) 和 (3.6.7) 
有 

| > A Sin nd sin m0 | me | > 和 Sin ng | 
OA 和 No 


Simn -一 已 
2 


所 以 宇和 sin ng sinm9 在 <0, mw> 上 一 致 收 效 , 且 其 和 为 
g(0)sin mo, 
因此 
二 | .9(b)sin m0 a =. 
Qii) 闻 样 用 (3.6.5) 的 第 二 个 不 等 式 , 我 们 看 到 

村)jo(T 一 cosmng) 十 立 jeosng (1 — oos 7n0) 
一 致 收敛 于 万 O) (1 一 cos m9) ,所 以 

二 | (9)08 一 二 | .7(C)eos m0 dO = No— Aon, 
令 m>co, 用 定理 30, 我 们 看 到 ( 先 对 二 0, 然后 对 一 般 的 2) 和 nm 
是 了 的 m 阶 Fourier 常数 ， 
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定理 类. 设 
(3.10.1) A=S.4 


-一 中 <o0, 
1 ny 


则 4 和 8 为 Fourier 级 数 ， 对 于 8, 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 


$s 


设 心 = 王 和 Ao 十 人 1 十 … 十 和 Az， 则 


de I 1 
EHH m+ 


所 以 ,假如 x/ (4 十 1) 志 9 过 <x/h 和 有 = 了 十 ig, 则 有 


en x—1i ww 
hh = 到 Mt >) Ane™’® 一 可 Ao 十 > 和 ,En + ba 六 ,6ni9 ， 
1 1 k 


| 站 科 作 十 


入 A 、 
SI 一 一 


2 


| [nld9 = 5 [hiag 


‘R41) 
= 下 
科 字 在 二 条 {y+ (B+ 1) Nr} 
1 
= (3 M+24). 


假如 9g 属于 工 ， 则 由 定理 46 和 (3.8. 了 芒 得 到 4 一 =<e。 下 面 的 
定理 表示 当 4 二 > 时 0 也 可 以 是 Fourier 级 数 . 

定理 铭 ， 假 如 ) 是 凸 的 , 则 是 之 0 的 与 可 积 的 , 且 0 为 了 
的 Fourier 级 数 . 


此 时 和 守 0， 人 和 从, 宇 0， 和 4 人 0.， 作 两 次 和 差 变换 ， 利 用 
(3.6.1) 和 (3.6.3) 得 到 , 当 0<9<2x 时 ， 


3.11 具有 递 降 系数 的 级 数 ( 综 ) 4 


O, (0) = 地 和 + 为 COSO 二 -二 入 ,COS mH 


1 1 1 
一 一 号 dsin(p 二 ONsin(n+ 三 外 


及 一 
> PA{l— cos(k+t+ 10} 
0 20 


1—ecogs ng sin(n+ 坪 ) 4 
十 4 1 -人 本 十 An J 站 


. 。1] . 1 
2 
4sin 4 2sin 0 


最 后 两 项 当 "一 ce 时 趋向 于 0, 因而 


f(0) -一 一 I 0- -cos 二 全 内 
4sin? 二 


是 一 个 正 项 级 数 . 所 以 (9) 宇 0, 且 由 (3.6.4) 和 (3.6.8) 得 到 
| (0)a6 一 于 汪 人 A ,| 一 dg 


让 1 1 
0 24 
sin 3 如 


1 2 1 
2 Tmt1) Fh th, 


因此 


. Cy cos ng CO0S 7 
(3.10.2) 之 log (n++2) (或 3 2 log 7 ) 


是 一 个 Fourier 级 数 .， 定理 生 表 明 相 应 的 正弦 级 数 就 不 是 
Fourier 级 数 ， 因 为 (nlog n) 是 发 散 的 ， 这 些 例子 特别 重要 ， 
因为 它 它们 表明 一 个 Fourier 级 数 的 苍 级 数 不 一 定 是 Fourier 级 
数 . 


3. 二 具有 递 降 系数 的 级 数 ( 续 ) 粗略 地 说 ，§3.10 中 的 
定理 关系 着 了 和 9 的 可 积 性 ， 另 外 还 有 一 些 关 系 到 它们 的 有 界 性 
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和 连续 性 的 定理 . | 

假如 一 个 三 角 级 数 是 一 至 (有 界 ) 收敛 的 ， 则 其 和 为 连续 (有 
界 )， 我们 将 在 86.3 中 证 明 当 级 数 具有 正 系 数 时 逆 命 题 亦 真 , 因 
此 , 对 于 这 种 级 数 , 级 数 的 一 致 (有 界 ) 收 敛 等 价 于 其 和 的 连续 (有 
界 ) 特别 , 对 于 我 们 现在 的 级 数 C 和 S 这 是 真 的 . 从 而 推 得 , 假如 
为 有 界 ， 则 之 和 收 仑 ， 旦 此 时 一致 收 全 而 了 为 连续 ， 关于 及 
和 yg 有 更 多 的 可 说 ,我 们 将 在 $6.3 独立 地 阐明 它 . 

定理 答 . 设 8 的 和 为 连续 (有 界 ), 则 8S 为 一 致 ( 有 界 ) 收 化. 
条 件 
(3.11.1) =0n1) [一 On 一切 
对 于 S 的 一 致 (有 界 ) 收敛 性 或 者 对 于 只 的 和 的 连续 性 (有 界 ) 都 是 
必要 与 充分 的 ， 

我 们 只 证 明 关 于 连续 性 的 一 部 分 , 关于 有 界 性 部 分 ”证 明 相 
类 似 且 更 为 简单 .我 们 只 要 证 明 (3. 坟 .1) 对 于 一 致 收敛 性 是 充分 
的 而 对 于 连续 性 是 必要 的 . 

(i) 假设 入 = 一 on) 各 =[w/0]， 我 们 选择 广 使 当 n 宕 六 
时 |nA| 过 8, 并 取 7>p 之 入 ， 假 如 p<%<g， 则 


7 k 
U=Y ,sinn) =3 + =D+U,, 
p Dp K+l1 
nh 
[IU |<0 Dn, < bos enre, 
Pp 
1Usl < M1 cosec 瑟 On /dE (1 十 TXT<B， 


从 而 11<(r 十 芒 sE， 假 如 1 或 1<D， 那 未 对 吕 或 Us 作 同 
样 的 考虑 也 得 到 一 样 的 结论 .因此 在 任何 情形 下 , |U | 过 (wz 十 1)e， 
从 而 8 一 致 收敛 ， 


一 说 他 已 经 在 83.7 中 加 以 证 明 。 


3.12 怠 ipbs 现象 43 
Gi) 假如 当 90>0 时 9 >0, 则 
六 各 Geosng) 一 | gd-0(0). 
但 当 9==z/b 时 , 由 (3.6.6) 知 道 这 个 和 至 少 是 


i P| Kk 
~ Mu (一 cos ng)> -后 - IO 


1 
站 


> 2 (到 全 n= LM, 


人 


因此 Ax=0(0) 一 008 一 ) 。 


3.12 Gibbs 现象 设 s 0) 是 f 的 Fourier 级 数 的 部 分 
和 , 所谓 了 在 处 的 Gibbs 集 是 指 , mo 而 0 经 过 适当 的 数列 趋 
于 6 讨 , 8.(0) 一 ec 的 c 值 全 体 . 我 们 也 可 以 定义 为 

lim s,(€ +h,) 一 C 

的 c 值 全 体 , 其 中 〈 姑 ) 为 使 及 一 0 和 wj 一 而 一 cao0 的 数 
列 . 显然 , 从 定理 30 和 连续 性 的 考虑 ，Gibpbs 集 是 一 个 有 限 的 或 
无 限 的 区 间 《zi，?7a> 

特别 ,假若 了 在 包含 的 区 间 内 除 掉 & 而 外 是 连续 的 , 在 这 
点 有 跳跃 4 下 ETO0) 一 (一 0), 而 

6) = {ETO +FE-0)}, 
了 的 Fourier 级 数 在 此 区 间 内 收敛 于 了 ， 则 
—oo<m<f<f<m<, 

其 中 f 和 了 表示 f 心 土 0) 中 的 小 者 和 大 者 . 很 自然 地 会 希望 办 
和 ms 刚好 是 了 和 ， 但 我 们 将 看 到 ， 即 使 在 最 简单 的 情形 也 未 必 
如 些 ， 

我 们 首先 考虑 特殊 级 数 S， 此 时 了 即 为 (3.7.2) 的 荆 而 上 一 0， 


f(E—0) = f(t Sm, dn. 


二 入 了 I， Fourier 三 角 级 数 的 其 它 性 质 


我 们 不 妨 假 没 为 是 正 的 . 于 是 


下 ’ hn 邱 
(3.19.1 gh) = Y Sm | (Sosme )a9 
1 1 


nT 


hn 1 
| a) 1 
2sin 0 2 


| sin (n+ ) 0 9 


0 


nt 于) 9040 


十 
CC 
-一 ~ 

EM 
, 
3 | 
to| 请 
TE 
| 
ey| 
~ 
nL, 

名 

AR 

十 


1 
一 豆包 ， 


最 后 两 项 趋 于 0 (第 二 项 趋 于 0 是 由 于 定理 31) ， 而 当 mur>a 时 ， 
hn 工 
in (nm 十 村) 0 nt 4 i 
(3.12.2) | "et)9 oo- ” 2 一 | DE. 
最 后 一 个 积分 是 正 的 ( 除 掉 4 一 0), 它 在 a (中 十 Dr 时 取 极 大 , 在 
a 一 2brr 时 取 极 小 ; 又 在 4 一 o0 时 是 于 =， 它 的 绝对 极 大 值 为 


(3.12.3) G-| 加 tq-1.85> 计 7 


因此 ff 的 Gibbs 集 是 以 原点 为 中 心 的 一 个 长 为 29> 的 区 闻 . 


| 


转 到 一 般 情形 , 我 们 记 
(8.12.4) g() =f(0) -SD (0) L106), 
从 而 
gO) JE = FE +fE -0)}, 
于 是 
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s+ = 了 (十 9) 王 到 4 TAGHTO +f EO0)} 一 9(9)， 


因而 7 在 上 连续 . 现在 假设 , 如 最 简单 情形 所 过 到 的 ，9 的 Fourier 
级 数 在 & 的 一 个 邻 域 内 一 致 收 化。 则 对 于 9，s (CE 十 加) 一 9 全 )， 
而 9 的 Gibbs 集 由 这 一 点 所 组 成 、 从 而 对 而 言 ， 当 如 30 和 和 
nh > 4 时 ， 


hEth) > {EHO +FE -0)} 


+ E+0) = sin ft gs 
TT o + 


而 了 的 Gibbs 集 是 一 个 以 也 {f+ 中 十 六 一 0)} 为 中 心 长 为 


2dG /sw 的 区 间 ， 
我 们 在 $6.7 中 还 要 讨论 这 个 题目 。 


IV. Fourier 级 数 的 收敛 性 


4.1 引言 ”关于 特殊 类 型 的 函数 的 Fourior 级 数 的 收 售 
间 题 我 们 已 经 证 明了 一 两 个 定理 ， 在 本 章 中 我 们 将 对 收敛 问题 作 
系统 的 研究 . 

先 给 一 个 初步 的 注释 是 适宜 的 .“ 收 敛 问题 " 初 看 起 来 是 理论 
的 中 心间 题 和 最 自然 的 问题 , 并 且 它 是 最 先 被 认真 讨论 的 , 但 在 以 
后 的 研究 中 却 失去 了 很 多 重要 性 ， 一 个 级 数 可 以 在 很 多 意义 下 
“收敛 ” 而 Cauohy 的 古典 意义 只 是 其 中 之 一 ;又 有 些 收敛 意义 ， 
如 第 工 章 的 “ 强 收敛 "和 第 V 章 的 “ 求 和 法 ” 同 生成 函数 的 最 明显 
的 特征 有 着 更 自然 的 联系 . 

我 们 以 s( 人 或 % (0， 有 表示 (了) 的 部 分 和 ， 写 
(41D) $=$0, D-H OO+FO-D). 
当 $(+0) 存 在 的 时 候 ( 鲍 如 , 在 连续 点 和 跳跃 点 ), 了 (7 的 “自然 
和 为 (十 0) ， 作 为 + 的 函数 办 (的 Fourier 常数 由 定理 26 可 知 
为 4,(0) 和 0; 而 ff 在 t=9 的 Fourier 级 数 就 是 $8 在 :=0 的 
Fourier 级 数 ， 后 者 是 余弦 级 数 ， 这 个 注释 使 我 们 能 够 把 Fourier 
级 数 在 点 9 的 收敛 问题 归结 到 一 个 余下 级 数 在 点 90-0 的 特殊 情 
形 . 


4.2 ourier 级 数 的 收敛 问题 。” 我 们 有 
(4.2.1) .0) = 二 | FD 售 + cos m(t— 90) | at 


工人 » (ot) 9) 
Sr sin S(t —0) 
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、 1 
1 rz sin (n+ 5) 
= 二) $6, — a 
Sn! 


=2| $0, DD, ta, 


其 中 Du 人 GD) 是 在 (3.6.1) 中 定义 过 的 “Dirichlet 核 "， 特 别 当 
7 -时 , 对 一 切 m ss(6) “于 是 由 (4.2. 了 减 去 e 得 到 
(4.2.2) 5,(0) —o=—2 | go0) Do (tat, 
其 中 z 
(4.2.3) gs) —$(0, Do=H {FO+D FO- —20}. 
此 地 。 可 能 依赖 子 0. 

定理 50， 要 使 得 (四 的 Fourier 级 数 当 t=69 时 收敛 于 ,其 
充 要 条 件 是 


(4.2.4) J=7(8,¢,N)= | g(t) Sn gs »0, 


其 中 9% 多 由 入 .2.3) 定义 , 8 为 固定 , 0<6<x*”, 而 和 是 一 个 趋 
向 于 无 穷 大 的 连续 参数 . 设 也 是 使 ce 一 c(9) 为 有 界 的 点 集 ， 要 使 


sa 
s 


和 


根据 (4.2. 2 sa(9) 一 等 于 


1 
2 f si 人 (n+ 豆 ) 2 1 IN 1 
2 一 人 0 过 | 。 (ar mt) 
+ sin nt) ” 
To 2sin 1 


“) 今后 假若 在 一 个 定理 中 出 现 具 有 这 种 性 质 和 的 5 时 , 我 们 就 设想 它 是 很 小 的 ,并 
且 将 不 注 以 0<5<z、go() 以 后 常 写 成 9() 或 简单 地 写作 g， 
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由 定理 31， 最 后 两 个 积分 是 o(D) ， 并 且 在 使 = *(b) 为 有 界 的 任 
何 集 上 是 一 臻 地 o(D) .因此 se 等 价 于 了 (3，c mn 二 可) ->0， 
而 剩 下 来 的 只要 证 明 可 以 将 n+ 十 亏 换 以 X。 但 是 ,假如 mn 一 寺 < 
< 十 误 而 z 


0 
则 (sin jt) 起 在 (0, 3) 上 递 降 , 从 而 存在 一 个 T=7T(%), 0<7<6， 


使 


3 SnAt—sin CEE 1 
jg 一 一 /dt:= -2| 9g SH cogvtdt 
Uy 


一 2 | 9 eosvidt; 


最 后 的 积分 在 使 c 为 有 界 的 任何 集 上 是 一 致 地 %(1). 

象 此 地 一 样 , 以 后 时 常会 遇 到 这 样 的 情况 , 即 对 有 关 s,(9) 收 
第 问题 的 主要 定理 可 补充 以 有 关 一 致 收敛 性 和 有 界 性 的 定理 ， 例 
如 , 当 定 理 的 条 件 在 一 个 使 (9) 为 有 界 的 区 间 中 一 致 成 立时 , 收 
敛 成 为 一 致 收 化。 我们 以 后 对 这 些 补充 语 一 般 不 给 出 完全 的 证 
明 , 有 时 也 不 再 明显 地 叙述 . 

定理 所， 为 楼 % (9) -> 成 立 , 充分 条 件 是 应 该 有 -个 5?Ke) 
和 一 个 1=A(e), 使 得 当 和 宇 4 时 | 70, 6c, 和 | 一 8， 

因为 此 时 


7 (8, 0 D1<etly Sin Mt di|， 
从 而 由 定理 31， 得 到 
lim|J7 (8, ce, \) | <e+lim | 和 一 S。 
最 后 给 出 和 通常 称 为 “Riemann 局 部 性 定理 米 结 束 本 节 . 
定理 咒 ， 当 "一 ce 时 ，s4(9) 的 性 态 只 依赖 于 f (在 9 近 旁 


4.3 在 一 点 的 连续 条 件 49 
这 自然 包含 在 定理 50 和 51 之 中 ， 因 为 8 是 任意 的 ， 而 了 在 
(9 一 6, 9 十 6) 之 外 的 数值 是 没有 影响 的 . 


4.3 在 一 点 的 连续 条 件 我 们 将 发 现 , 一般 的 收敛 判别 法 
含有 两 种 类 型 的 条 件 , 其 一 为 “连续 条 件 ”, 在 不 同 的 判别 法 中 变化 
不 大 , 另 一 种 是 随 判别 法 而 不 闻 的 较 尖 锐 的 条 件 . 

设 函 数 及 Q) 只 定义 于 >>0, 假如 OQ 趋 向 于 极限 有 (十 0), 则 
称 h(t) “在 t=0 连续 ” 因此 我 们 可 以 定义 (0) 为 (十 0)， 当 
h(t 在 一 个 零 集 上 改变 时 , 这 种 意义 下 的 连续 性 可 能 被 破坏 , 但 这 
样 的 改变 并 不 影响 函数 的 Fourier 级 数 . 因此 在 这 个 理论 中 ， 自 
然 要 去 考虑 更 一 般 形 式 的 连续 性 .我们 此 地 考虑 两 种 扩充 意义 下 
的 A 中 的 “趋向 于 0 . 

假如 当 t=0 时 ， 

(4.3.1) 万 四 -| zcoa-oG)， 
我 们 称 h() 平 均 地 ->0， 假 如 | 有 (6) | 平均 地 ->0, 即 假如 
(4.3.2) H*(t) -| GO [du=0(t), 


则 称 疡 ( 蕉 强 平均 ->0。 显然 (4.3.2) 含 有 (4.3.1) ,但 反之 不 真 . 

应 用 到 Fourier 级 数 ，h() 取 为 由 (4.2.3) 所 定义 的 go 人 9. 
假如 对 于 某 个 co(9)，h() 满 足 (4.3. 几 或 (4.3.2)， 我 们 将 称 了 人 
对 i 一 9 满足 1 或 L。( 这 里 大 写 荆 是 关于 1h| 的 强 条 件 ). 

显然 , (1) 在 连续 点 或 跳 用 点 必然 满足 从 而 满足 ， 其 中 
c= 四 ( 十 0)， 但 尚 有 更 多 的 场合 可 使 上 述 条 件 满足 ，Lebesgue 曾 
经 证 得 ， 如 果 f EI， 又 a(9) 是 对 于 几乎 一 切 0 为 有 限 的 任 一 函 
数 , 则 对 于 几乎 一 切 9， 


了 | |f O40) 一 a(0) lav->|f (0) a(0) 1. 
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特别 推 得 在 一 A 2) 时 了 几乎 处 处 满足 Ze( 从 而 满足 fo)， 我 们 将 


用 工 和 4 表示 这 种 特殊 情形 的 工 入. 
假如 六 满足 (4.3.1), 则 


(4.3.3) | (全 dt 一 oGD， 
因为 这 个 积分 是 

-| HO ( sn j= oO(2) dt=0(1), 
显然 用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 假如 & 是 任意 正常 数 , 则 
(4.3.4) | 用 Sn dt=0(1) 


对 0 和 <zs<c/X 一致 地 成 立 . 

现在 如 在 (4.3.3) 中 取 h=g, 且 将 此 结果 与 定理 51 合并, 我 
们 得 到 

定理 58. 设 f(t) 于 t=9 满足 7， 又 设 


(4.3.6) I(8, ce NW) = js gt) SM sn dt. 


s 
+ 


ss 


17 (8, ce， NI<etl| yg. sin 2 at| + 


而 由 (4.3.3) 和 定理 31 得 到 
Iim |7 (8, co N) | <s. 


丁 * 
|'s gs 2 | 


4.4 Dini 判别 法 Fourier 级 数 收敛 的 最 简单 的 判别 法 
是 Dini 的 结果 ， 


4.5 有 界 变 差 函数 : Jordan 判别 法 51 
定理 作 . 假如 对 于 某 个 6。， 机 "vO 假如 


HG_0)}， 

这 是 定理 于 的 一 个 直接 推论 ， 因 为 可 选择 7 使 1T1<s。 本 
定理 也 可 直接 由 公式 (4.2.2) 推 导出 来. 

作为 更 特殊 的 推论 , 我 们 有 

定理 跑 ， 若 对 wa>0， 
(4.4.1) f(0+0)—f(0) =—0(1t|"), 
则 了 (人 D 的 Fourier 级 数 在 t=9 处 收敛 于 六 9)。 特别 , 当 户 (g) 存 
任 (9 丰 地) 用 于 正确 的 、 着 7 在 9 的 一 个 用 区 间 上 一 到 地 


0 


.和 


4.5 有 界 变 差 函数 ，Jordan 判别 法 下 面 是 关于 六 中 
函数 的 一 些 定理 , 我 们 需要 一 个 预备 的 不 等 式 . 设 加 是 六 中 一 函 
数 ， (+0) 一 0， 用 Vt, to) 表示 h 在 开 区 间 (#1, t2) 的 全 变 差 ， 划 


(4.5.1) | 4) 5 和 芝 夺 <HV;(0, 6) (0<r<6). 
我 们 可 以 把 有 写成 4= 有 如 一 及， 其 中 加 和 太 分 别 是 在 


60， 为 上 的 正 变 差 和 负 变 差 , 对 和信 是 增加 函数 ， 且 太 >0， 
太 ->0, 入 (十 0 一 人 (0) 一 0 以 及 及 十 太一 三 (0, 们 .于 是 


， . 
上 4 sn dt 


n+(8—0)| 2 生 册 


-8-0 Yau 
a 


3 


其 中 + 之 ?二 6; 上 式 并 不 超过 五 7;(0, 8) ， 同 理 可 以 用 于 如 ,从 
而 推 得 (4.5.1)， 
定理 56， 若 $0 在 (0, 3) 上 属于 V, 则 s,(0)>$( 十 0)， 特 
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别 , 如 果 ft) 在 一 个 外 9 的 区 间 上 属于 这, 则 f(t) 的 Fourier 


+ 


级 数 在 i=9 处 收敛 于 王 {f(0+0) +f(0—0)}. 

这 是 Jordan 判别 法 . 本 定理 由 定理 5 纪 和 (4.5.1) 立 即 可 得 ， 
因为 当即 一 go ce 一 风 ( 十 0) 而 7 是 够 小 时 17 (x, ec 四) |<HV;(0, 7) 
<2， 

一 致 收敛 或 有 界 收 敛 的 判别 法 在 此 地 更 为 重要 ， 今 分 别 叙 述 
如 下 . 

”定理 多， 车 /在 (a,5) 上 属于 7， 内 Fourier 级 数 在 (a, 台 ) 


的 任意 内 闭 区 间 “ao'，b> 上 有 界 收 敛 于 一 0 


se 


pp 5 则 当 0<t<3 时 (8 峡 够 小 )，9+4 也 属于 
a， )， 又 当 hgo 和 6= 计 {f(9+0)+f(9 一 0)} 时 了 (0, 8) 


<Vi(a, 68)， 于 是 由 (4.5.1) 及 定理 50 推 得 定理 的 第 一 部 分 . 

假若 还 是 连续 的 ,我 们 取 % 一 go 和 c= 了 (9)， 可 以 选取 一 个 
与 9 无 关 的 5(e), 使 得 对 《a', 58》 的 一 切 8 有 六 ,(0, 5) <si 这 就 
证 明了 定理 的 第 二 部 分 .本 定理 包含 定 理 全 . 

应 该 看 到 这 一 节 的 判别 法 和 8&84.4 的 Dini 判别 法 有 着 基本 
的 差别 . Dini 判别 法 是 一 种 严格 的 点 判别 法 , 它 只 告诉 我 们 在 点 
t= 处 级 数 是 收敛 的 .但 车 在 包含 1=9 的 一 个 区 间 上 为 有 界 
变 差 , 则 了 在 包含 任何 邻近 点 的 某 个 区 间 上 亦 属 于 了, 从 而 这 个 级 
数 在 包含 1=2 的 茶 区 间 上 为 有 界 收敛 . 

若是 中 函数 的 一 个 孤立 不 连续 点 , 则 (3.12. 你 中 yg 的 
Fourier 级 数 在 靠近 处 是 一 致 收敛 的 因此， 由 $3.12, 了 的 
Fourier 级 数 在 & 处 呈现 Gibbs 现象 . 

定理 57 给 出 定理 43 和 御 ( 因 而 得 到 三 角 函 数 系 的 完备 性 ) 的 另 一 证 明 . 


因为 (0) 为 绝对 连续 ， 从 而 自然 是 连续 的 并 且 是 有 界 变 差 的 ， 所 以 它 的 
Fourier 级 数 


4.6 ”Lebssgue 判别 法 53 


A0— D1, cosnO — aq, sin n0) 


为 一 致 收敛 置 9 一 0, 得 到 4o 一 2 之 2 Tbn。 


4.6 Lebesgue 判别 法 我 们 最 后 介绍 的 是 由 Lebesgue 
首先 给 出 但 经 “orgen 改善 的 判别 法 ， 
”| 中 性 十 队 一 由 (办 > 
(4.6.1) | PE —PD ,gs>0, 


Ns,.(0)—c. 

应 该 看 到 在 (4.6.1) 中 的 四 可 以 换 以 gr; 因为 go(t 二 和 一 go() 
与 无关. 

由 定理 53， 只 要 证 明 


I=1(8, ¢, 一 [ 2 gt) gin Mat oll), 


这 里 及 一 xw/ 入 ， 我 们 可 以 改变 I 的 上 限 为 5-+h, 下限 为 24, 而 只 差 
一 个 误差 ol1); 第 一 个 改变 是 显然 的 , 又 第 二 个 改变 可 由 (4.3.4) 
验证 .然后 写 1+ 代替 t, 得 到 


一 -| 2 sin At dt+o(l1)., 
将 工 的 两 个 表达 式 相 加 , 就 推 得 


(4.6.2) 1=3|,1 9 — 于 各 | sin Mt dt -+-0(1) 


- 志 | 2 sin Mdt 
+ 二 2 上 由 sin Madi+o(1). 
此 地 由 (4.6.1) ,第 一 项 不 超过 
4 19991 dt=0(1), 
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因此 只 要 证 明 

(4.6.3) - 已 一 | ,2 
今 设 

(4.6.4) P-(] + ) sin Mdt = Pi P,, 

于 此 


荆 下 万 sin At dt =0(N)., 


1 90 
P=- | 2 sin Me, 


其 中 <T<2h, 所 以 由 (4.3.4), 是 o( 有 一 0(X)， 又 


6 活 一 在 
-一 g(t) 1 一 -| CHM ] 
PP, |, 去 证 历 sin Mt di TDC sin Atat, 


而 且 以 $ 代 蕉 6 一 有 时 误差 为 o(1)， 假 如 我 们 已 作 这 个 代 换 ， 代 
入 (4.6.4), 记 住 Pi 一 0(%), 然后 取 P 卫 的 两 个 表达 式 的 平均 , 就 得 
到 


_1 gt) _ g(t+h) ; 
P=| ,1 过 到 村 而 | Sin 1dt -+o(N) 
~— Ps+-hP+o(N), 


1[ 9 g(t+h) 
P= 去 | G+ (GFR) sin Mt cz， 


_f (#) . 
Pp.—| srr ray sin Mat. 


此 地 , 由 (4.6.1)， 
P< -90 go0,). 


因此 只 要 证 明 Po(X3) 就 足够 了 ， 
现在 假设 象 $4.3 中 定义 五 由 那样 来 定义 G(), 则 
g(t) ， 
| a DOT GH) SDNdt 


G (6)sin\é sin At 
BSTh) GTORy 小 OO 向 (era } 
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这 里 积分 出 来 的 项 是 0(1)， 又 因 了 满足 1, 政 G0) 一 ot), 并 且 


a Sin 人 大工 
专 | | < 辟 ( 坟 十 去 


所 以 最 后 一 个 积分 是 


:Te 人 区 os 
从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 


定理 58 的 证 明 映 费 周折 . 假如 我 们 取 


(4.6.5) | ed 十 如 四 la 
天 +t 十 记 t 


作为 假设 来 代替 (4.6.1), 那 末 由 (4.6.3) 的 第 一 行 就 得 到 TI->0.， 这 个 假设 只 
能 对 的 一 个 值 被 满足 ， 可 以 证 明 这 个 假设 包含 着 Ze， 当然 也 包含 k， 从 而 
《4.6.5) 自 身 是 收敛 的 一 个 充分 条 件 。 


4.7 一 致 收敛 的 其 它 判别 法 到 现在 为 止 ，Lebesgue 判 
别 法 是 范围 最 广 的 收敛 判别 法 ; 例如 可 以 证 明 它 包含 Dini 判别 法 
和 Jordan 判别 法 .。 它 虽然 有 着 很 大 的 广泛 性 ,但 是 它 的 缺点 是 条 
件 不 够 明朗 化 , 它 不 具有 了 的 任何 自然 特征 . 

不 难 由 定理 58 推 得 一 个 关于 一 致 收 敛 的 有 趣 的 判别 法 。 

定理 路. 若 在 一 个 开 区 间 内 一 致 地 成 立 疹 


由 于 下 一 让 地 注 有 1， 又 《〈 设 中 是 正 的 ) 在 任何 内 闭 区 间 上 -- 
致 地 成 立 着 


六 = 的 wo[Gog 于 ) | 全 |-o0D. 


这 个 定理 特别 有 趣 ， 因 为 如 果 (4.7.1) 只 对 特殊 的 9 成 立 ， 那 末 
(4.7.1) 还 不 能 保证 Fourier 级 数 在 和 0 处 征收 敛 的 ， 
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4.8 ” 共 思 级 数 。 对 于 在 (1.2.9) 和 在 $1.3 中 定义 的 “ 共 
郝 级 数 ”(f) 而 言 , 有 着 类 似 于 以 上 各 节 中 所 证 明 的 定理 .应 当 
记 住 , 如 在 $3.10 中 我 们 已 看 到 , 共 生 级 数 本 身 不 一 定 是 Fourier 
级 数 , 又 即使 它 是 Fourier 级 数 , 我 们 需要 的 是 用 了 来 表达 的 它 的 
收敛 判别 法 . 

我 们 记 TZ 了 (f) 的 部 分 和 为 5,(0) 或 (0, 站 ， 写 着 
(4.8.1) =p(0, t) =f(0+6) —f(0—), 
则 由 定 理 26, 由 (t) 的 Fourier 常数 为 0 和 2B,(0); 又 当 t 一 9 时 ， 
7 GO) 的 共 肛 级 数 就 是 于 山 (在 i 一 0 的 共 匈 级 数 ， 汪 上 (的 共 示 
级 数 是 一 个 余弦 级 数 . 

什么 是 (7) 的“ 天然 的 ”和 ， 这 不 是 一 望 而 知 的 ， 我 们 将 看 
到 它 是 
(4.8.2) F006) -二 | yd， £) cot 二 td 

~ lim 去 | (0, £) cot 到; di, 

这 里 积分 在 原点 通常 是 “Cauehy 积分 ”?.。 这 个 积分 本 身 在 这 一 意 
义 下 是 否 存 在 是 一 个 问题 , 有 关 这 个 问题 将 在 第 VI 章 中 再 讨论 . 
在 本 章 中 我 们 只 考虑 以 下 的 差 : 
(4.8.3) (0) =5,(0) — 7,(0) 


-的 工作 工 ，， 
一 sy (0) 元 | we， ft) cot 3 tnt, 


而 不 考虑 1 (0) 或 8,(0) .我 们 会 发 现 , 对 应 于 每 一 个 w%(6) 的 收敛 

判别 法 , 有 一 个 6,(9) 的 收敛 判别 法 ; 如 果 再 加 上 了 (9) 的 存在 性 ， 

那 末 户 (0) 将 趋向 于 (9), 从 而 得 到 到 ( 廊 的 一 个 收敛 判别 法 . 
显然 , (9) 在 了 (9) 的 跳跃 点 上 是 不 可 能 存在 的 . 我 们 将 看 到 在 这 种 点 

上 2,(9) 的 “天 然 ?极限 是 84, 其 中 

(4.8.4) B= (y+log mw)/r, 

7 为 Buler 常数 , d= 册 (+0) 是 跳跃 ， 例 如 , 于 9=0 处 考虑 汲 数 


4,9 共 辐 级 数 的 收 化 同时 57 


.8.5) TC =sin 9+ 计 sin 30 二 …， 人 (0) -cos0-- 于 cos39 十 …。 


此 时 由 全 了 多， 79) = 于 msgng(-m<0<) 因而 和 t)=0, 而 (1) 
二 7(0<i<x)， 很 明显 ，T(0) 收 敛 于 加 (二 0)==0. 又 


~ 1 1 1 1 
.3. nh ;二 ss 一 一 一 . On a 
(4.8.6) sn(0o, ,Bm Sls"+a!ls2+37+t+(), 
和 
1 or 1 ,1 
.0-3 tg +90 
所 以 


dC0) >HCY tlogm) =pd. 


常数 86 没有 特别 的 意义 , 其 值 决 定 于 (4.8.3) 中 积分 下 限 是 否 取 为 s/n. 
如 取 为 a/%, 那 末 有 就 成 为 (y 十 log a)/7. 


4.9 共 鲍 级 数 的 收敛 问题 。 共 轿 级 数 的 讨论 与 Fourier 
级 数 相似 ， 但 较为 复杂 ， 这 是 由 于 s,(6) 及 (9) 间 的 区 别 以 及 
sa(9) 在 跳 贱 点 的 发 散 性 .此 地 
(9.4) Sl) =D Ba) -于 | fTsinm(t—0) dt 


-| fF (0+0) sin mt dt 
Tx 1 


GOS -二 1 tcos(nt 3) 
CE et? 
27 Si 一世 
2 
1 1 
] fs cos 于 # 一 cos{m 十 豆角 
-vd 


sin st! 
元 | (0, t) cot i cosnt)at 
2 jo0 7 2 


1 [* . 
+ | 0, t)sin nt at. 
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最 后 一 项 为 o(D ， 特 别 , 如 T 了 (6) 是 (4.8.5) 中 的 级 数 及 09=0, 则 
由 一 吉 7 而 各 (0) 由 (4.8.6) 给 出 ;所 以 


(4.9.2) 于 log2n+ 二 7 一 子 | oot Ft(1 eosnt) dit oll) , 


设 d=d(9), 以 2diw 习 (4.9.2), 再 从 (4.9. 了 ) 减 去 之 , 记 
(4.9.8) ga) =$(0, D) —d=f (0+t) ~—f(0—i) —d, 
则 得 到 


(4.9.4) $0) — (log 2n-+ y) 


-元 | ga lt) eot 汪 t(1—eosnt}dtito(l). 
因此 , 如 果 (9) 由 (4.8.3) 定义 , 就 有 


Se) -二 (log 2n 十 7) 


1 T/A 1 
= 元 | 9 cot 5-t(1—cosnt)dt 
1 f” ~ 1 : 
一 = nd ots toosntdi— Ro(l), 
其 中 
_d 站 二 __a :, _T 
R= ~ ot 5 todt= logsin —— 
= (log 2n ~ log x) +0(1); 
所 以 


~ _1(7*~ 1 加 
(4.9.5) 和 (0) 一 Bu 一 地 -| 9 cot 5 t1 cosnt) at 


-地 | geot teosnidt+o(l). 
我 们 可 以 如 同 讨论 84.2 中 的 (4.2.2) 一 样 来 讨论 (4.9. 国 ， 
而 把 换 以 8， 于 oot 地 换 以 工 以 及 m 换 以 连续 的 X。 这 样 ,我 


们 得 到 
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定理 6 了 0. 要 使 
(4.9.6) (9) 一 Gaq， 
甚 充 要 条 件 是 ， 存 在 一 个 固定 的 2 当 入 ->cc 时 ， 
(4.9.7) 了 了 -7(5 UL »=) Galt) as 


-| Ga (i) 08M di-->0. 
和 A 


下 列 条 件 是 充分 的 : 假如 对 应 于 每 一 个 正 数 8, 有 ?一 9(e) 与 4 一 
4(e), 使 得 当 和 之 4 时 ，|7 (1, d, 和 D1<e. 
我 们 可 以 加 上 一 些 条 件 使 得 6.(0) 在 使 4=q(9) 有 界 的 集 上 
为 一 致 收敛 或 一 致 有 界 ; 但 有 关 共 琶 级 数 的 -一 敏 性 问题 留 给 读者 . 
0 (9) 的 收敛 性 如 同 % 那样 只 依赖 于 昔 近 0 处 的 函数 值 ， 
从 而 5 的 收敛 性 也 是 这 样 ， 但 了 的 值 与 (fF) 的 和 自然 依赖 于 上 
的 一 切 值 . 


4.10 ” 共 赤 级 数 的 收 化 判别 法 。 还 有 一 些 对 应 于 $4.3 的 
命题 以 及 相应 于 $8 4.4 到 4.5 的 种 种 判别 法 . 

如 同 在 $4.3 定义 和 那样 , 取 有 =94 可 以 定义 is 和 Zo. 
若 丸 满足 (4.3.1), 则 


(4.10.1) [2 四 二 外 dt=0(1); 

证 明 与 (4.3.3) 的 证 明 相 似 ， 于 荐 我 们 得 到 
定理 61. 若 f(t) 对 1=0 满足 fa， 又 

(4.10.2) ?0%, a, 六 =| Galt) EN ds, 


则 人 (0)->8d 的 一 个 充分 条 件 是 ， 应 该 有 9 (s) 与 4 (e)， 使 当 
和 > 十 时 IT(%, da , 4) |<. 
这 类 似 于 定理 58 (不 包含 一 致 收敛 的 部 分 ). 类 似 于 定理 了 4 


和 56 的 是 
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定理 62， 若 对 某 个 心太 19a( 芒 E 工 ， 则 
~ 站 ~ 1 
qd(0)—>BAd, (0) 一 和 (log 2 十 y) 一 > 元 | alt) eot stat. 


车 i=9 为 一 跳跃 点 , 4 必 为 1(6+0) 一 f(9 一 0)， 著 三 9 为 一 连 
续 点 , d 必 为 0; 于 是 (0)->0 而 到 (9) 一 7(9) . 
定理 68. 车 帆 (t) 在 (0, 8) 上 为 有 界 变 差 , 则 
d (及 一 Gy 十 0) . 
又 若 了 (9) 存在 , 则 册 ( 十 0) =0 而 全 (7) 收敛 于 了 (9). 
定理 62 可 由 定理 人 1 推 得 ,也 可 以 直接 由 (4.9.5) 推 得 .定理 


63 的 证 明和 定理 56 的 证 明 相似 , 但 还 要 用 到 一 个 不 等 式 , 就 是 
二 ,| 1 
A 0 人 4 dt <HYV,(0, 6) (0<=<7<8). 


此 外 , 还 有 与 定理 58 类 似 的 定理 . 

这 于 加 上 一 个 将 在 第 V 章 中 用 到 的 注 ， 若 

H(t) -| 2 du 
依照 Cauchy 意义 (关于 0) 存在 , 则 
H(t) -[ nndu=| saH (Ww du =t1 0) — | HONdu=o0), 
0 0 [# 

因此 有 (2) 满足 (4.3.1)。 若 互 (依照 Lebesgue 意义 存在 ， 则 (满足 
(4.3.2). 在 这 些 情形 下 , (4.10.1) 可 以 换 成 
(4.10.3) Oo 03 dt=0(1), 


4.11 s,(0) 和 S$,(0) 的 数量 级 。 条 件 I 和 对 于 c= 了 (0) 
和 4 一 0 是 几乎 处 处 满足 的 ; 但 重要 的 是 要 知道 , 单 从 这 些 条 件 , 关 
于 8.(0) 和 和 5,90) 可 以 说 些 什 么 ， 

定理 646， 若 了 满足 I, 则 
GD s, (6) 一 odlogm)， 
著 了 满足 Po， 则 
(4.11.2) $,(0) ~ (d/logn, 


4.12 在 连续 点 的 发 散人 性 6 
特别 ，s,(6) 和 名 (9) 对 于 几乎 一 切 8 都 是 o(logn). 


(1) 置 风 一 = go, 和 A=n. 山 
”Sn -人 [2] H’(x) ,(” HH 
上 2 < is TT + t 


< OO ,ff (3)a= o (log %) ， 


(2) 置 h=gs， 则 以 cos ni 代 sin nt 进行 同样 的 论证 得 到 
Q,(9) 一 ollog n)， 并 且 还 有 


| oot 到 41 一 | Zoot Ht | oot 林 3 
相似 的 论证 表明 第 一 个 积分 为 co(log mw)， 而 第 二 个 积分 的 淅 近 式 
为 (d/n) logn. 


《4.11.2) 的 推论 是 ，( 了 D 共 轿 级 数 在 跳 承 点 发 散 于 土 cc，(2) 
一 个 函数 当 它 的 Fourier 常数 为 om ) 时 不 能 有 跳跃 点 ， 


4.12 在 连续 点 的 发 散 性 ”究竟 形 如 或 工 的 连续 条 件 
是 否 本 身 也 是 使 其 Fourier 级 数 收敛 的 充分 条 件 ， 这 是 以 前 很 长 
时 间 内 没有 解决 的 问题 (如 果 是 那样 的 话 , 那 末 我 们 证 明 的 一 些 定 
理 就 儿 乎 失去 了 它 的 全 部 意义 )， 

定理 65， 存 在 着 函数 ， 它 的 Fourier 级 数 在 连续 点 是 发 散 
的 . 

我 们 假设 NA， 为 一 个 不 小 于 3 的 奇数 , 又 
(4.12.1) mo 一 nr= NNs" Nr, a; > 0, 

Sar<o0, ar log 太一 co， 
例如 ar 一 7 而 m=3”"， 则 所 有 条 件 均 被 满足 ， 我 们 在 “0, x> 上 
定义 了 (的 如 下 : 
f(0)=0, f=a,sinmti (w/ter/n1), 

再 设 也 为 偶 的 周期 函数 .于 是 在 ‘一 x4, x》 上 连续 ， 而 在 任 
何不 包含 0 的 部 分 区 间 内 为 有 界 变 差 ， 因 此 它 的 Fourier 级 数 在 
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任何 上 述 区 闻 内 为 一 致 收敛 ， 我 们 证 明 它 在 0 点 是 发 散人 的， 
为 此 只 要 证 明 当 和 >oo 时 ， 
J = fe do0, 


3 


J (h) = So /fr Sm en dt—> ar jk) 


=arfjr (hk) +SN(E), 
其 中 &( 们 包含 了 关 的 一 切 项 . 若 ” 关 &， 则 


jb) = 地 | ” Col ms mt eos Co + mu) ” 


_l1 4 VU: eogu 
1 8 一 一 一 (以 ， 
名 


”六 
其 中 为 十 1 而 如 是 下 这 四 数 之 一 
和 | 一 和 | 区 [nC— nr (zz 十 9r) ng 十 mp) 
er Np—1 Ny Yr-1 


因为 对 于 一 切 7, m/e-i 宇 3, 上 述 诸 数 都 不 小 于 5 TT， 因此 和 (8) 
是 一 致 有 界 , 从 而 S(8) 为 有 界 . 
另 一 方面 ， 
大 (有 一 _ | -1 1 0 ?205An J I 3 10g Ne 一 了 “2 du, 


/Nk 号 下 


而 最 后 一 项 为 有 界 . (4.12) axjx(%) 一 20， 从 而 了 (全 一 


OO 
和" 


4.13 就 范 直 交 系 的 Lebesgue 函数 定理 65 是 一 个 更 
为 一 般 的 定理 的 特殊 情形 . 

设 (@) 为 一 个 在 (a, 8) 上 的 实 的 就 范 直 交 系 , 又 设 对 此 系 了 ~ 
(cn) ， 下 的 %% 阶 Fourier 多 项 式 是 


13.) ar | Ff OWTbnl) pnly) dy 


4.13 就 学 直 交 系 的 Lebssgue 天数 63 
0 ， 
=| f(D) Bo, Dy, 
其 中 Bw, 胃 一 忆 pmlz) $m()， 著 |f|<1, 则 


(4.13.2) 1s Cw, f) | <| [8B, (x, y) 1 dy =p (2), 


我 们 称 ps(2) 为 ($1w) 的 Lebesgue 函数 . 

定理 66， 若 对 某 个 w，lim pu(z) = cc, 则 存在 着 连续 函数 , 其 
Fourier 级 数 在 点 是 发 散 的 . 

假如 Jo 一 sgn $i,(z, 9), 则 由 (4.13.1) 和 (4.13.2),s,(z, 了 ) 
一 pn(%) 。 这 个 函数 是 不 连续 的 , 但 很 明显 , 对 作 适 当 的 连续 通 
近 , 我 们 可 以 找到 一 个 连续 函数 f,,， 使 得 


(4.13.8) IFW ISL slg, 用 > 于 mo 人 o)， 


我 们 对 每 个 % 作 这 样 的 逼近 . 若 有 一 个 记 的 Fourier 级 数 在 m 
为 发 散 ， 那 末 定 理 就 已 经 证 明了 . 因此 我 们 假设 每 一 个 ff, 的 
Fourier 级 数 是 收敛 的 ， 比如 说 收 伍 于 Yn, 


现在 我 们 定义 五 (9) 如 下 : 
(4.13 .4) Fy) = Earfn ly), 
其 中 
(4.13.5) o>0, Bas<o0, Ss Fas 


例如 ,我 们 可 以 置 几 一 7 一 ， 于 是 了 为 连续 ， 而 其 Fourier 级 数 可 
由 《4.13.4) 中 各 项 的 Fourier 级 数 作 形 式 上 的 和 来 得 到 . 

用 归纳 法 选取 nx 如 下 ,已 给 和 0, rr9,…, nx_4 可 以 选取 nx 使 
(4 . 13.6) CD 一 >2O， Sa, | Yn | < 二 CPP 
又 因为 


Kk—1 


sl DB apf ns )>3 pA 2 
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我 们 可 以 假设 w 这 样 大 ,使 

(4.13.7) |m(a Dl orf,)) <2 Dooly < 二 mpw 
同样 ,由 (4.13.2) 和 (4.13.5) 有 

sal(z, Daf,) 
最 后 , 由 (4.43.3)，(4.13.7) 和 (4.13.8) 推 得 


(4.13.8) 


ed 1 
pn, > ms Oppny, 
六 十 工 


| 1 1 1 
Bh (w, F) Bi (&, ox fn,) 6 czpr 6 Ox 2 6 OrpPn~™>o0, 


从 而 了 的 Fourier 级 数 在 z 点 是 发 散 的 . 


4.14 三 角 活 数 系 (了) 的 Lebesgue 常数 对 于 实 的 三 角 


函数 系 ， 
马克 
1 sin (n+ 却 ) 他 一 他) 
Pu(Z) 一 - 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 地 

2 sin 1 (t—2) 
0 2 

1 sin (n+ 亏 ) 1 

-| | 一 

， sin 地 t | 


与 2 无关， 我们 称 on 为 (T) 的 第 nn 个 Lebesgue 常数 ， 
定理 67 pp,~ (4/z2)log m， 
事实 上 ， 


mm 一 二 | sinnt cot L #4 cosnt | 
区 Jo 2 


—=| sinnt cot 1 [at+ OCD) —0.+0(1), 
TIO 2 


其 中 
0 2 ml a 2 ln ww 
+ TJ 外 


To 


4.14 三 角 函 数 系 ( 了 XZ) 的 Lebesgue 当 数 


4 


On+ri—0,=— 
: mn 


mT 


2 ("ti |sin w| 2 [7 ， 
一 一 一- 0Qww~ 一 于 -| Sin ww dw = 
nT 加 0 


Pio (4/5m)1opgn. 
由 于 po 一 co， 定理 66 和 67 给 出 定理 全 的 另 -- 证 明 . 
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V. Fourier 级 数 的 求 和 


5.1 引言 第 IV 章 的 一 些 定理 建立 了 种 种 自然 的 和 拓 
广 的 函数 类 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 问题 ， 但 是 它们 都 有 春 严 重 
的 局 限 性 ， 首先 ,在 84.12 我 们 已 指出 , f(z) 的 Fourier 级 数 在 了 
的 连续 点 未 必 收 敛 . 其 次 (虽然 我 们 还 未 证 明 ) ，Fourier 级 数 不 
“一 定 几 乎 处 处 收敛 .因此 自然 要 问 , 在 发 散 级 数 的 近代 理论 中 ,是 
否 有 常用 的 求 和 法 对 Fourier 级 数 的 求 和 更 为 有 效 ? 

Fejér 于 1904 年 在 这 方向 首先 前 进 了 重要 的 一 步 ， 当 时 他 指 
出 ,在 f(D 的 连续 点 9， 


ol0, d=— TT {so(0, f) +a1(0, f) + sO, f)} 


收 合 于 (9). 各 后 ，Lebesgue 证 得 几乎 处 处 有 of, 0) 一 了 (00). 
这 些 结果 表明 ,算术 平均 求 和 法 (通常 称 为 (0, 1) 求 和 法 ) 对 普通 
收敛 失效 的 两 个 基本 点 是 有 成 效 的 ， 因 此 在 Fourier 级 数 的 理论 
发 展 中 指出 了 一 个 转折 点 . Poisson 则 在 此 以 前 很 多 年 就 用 了 现 
在 所 请 的 “Poisson 法 或 “Abel 法 或 A- 求 和 法 来 求 Fourier 级 数 
的 和 ; 但 是 他 的 观点 是 完全 不 同 的 ,他 的 观念 缺少 现代 理论 要 求 下 
的 严密 性 . 

一 种 求 和 法 , 车 能 使 任意 的 可 积 孙 数 (0) 的 Fourier 级 数 玫 
平 处 处 以 了 (9) 为 和 ， 则 称 为 “Fourier 有 效 ”， 因 此 , 假若 f1(0) 为 
其 和 , 则 有 二 f, 且 方 的 Hourier 级 数 与 了 的 相同 ， 否 则 的 话 , 就 
会 得 到 一 列 不 同 的 函数 : 志 是 了 的 Fourier 级 数 的 和 , fs 是 所 的 
Fourier 级 数 的 和 ， 等 等 。 对 于 Fourier 有 效 的 求 和 法 来 说 ， 廊 ， 
了 2, … 都 是 相同 的 . 


5.2 线性 的 正则 求 和 法 最 重要 的 求 和 法 是 线性 的 . 


5.2 线性 的 正则 求 和 法 67 
Joeplitz 首先 对 这 种 求 和 法 进行 了 系统 的 研究 ， 因 而 我 们 称 它 为 
T- 方 法 . 给 了 一 矩阵 


( {am,n) ) (m=0, 1, 2， 5 一作， 二 ， 2， …) 
我 们 对 数列 (s) 定义 变换 rw 
(5 . 2 . 1) Tm— Dl amns,. 
我 们 假设 所 有 这 些 级 数 是 收敛 的 , 若 当 mm 一 sc 时 ， 
(5 .2.2) tm, 
则 称 s, 有 中 -极限 为 %， 或 称 s, 是 (T) 收敛 于 >， 记 作 
(5B.2.3) Sr 一 >S 了) ， 


我 们 也 将 称 方法 了 对 于 (sw) 是 有 效 的 .显然 ,% 一 s(T) 和 机) 
纺 含 着 A8, 十 Bb->As 十 Bi(T);' 这 是 线性 方法 的 一 个 特征 .车 
oo 一 0 天 0) 而 am,m 王 1， 则 zm 二 sm， 此 时 了- 收 僵 即 为 普通 的 
收敛. 

以 后 经 常 考虑 无 穷 级 数 的 部 分 和 序列 : 
(5.2.4) 8 二 Uo 十 Wi 十 "十 Wy 
若 % 有 上 -极限 为 s, 则 称 

之 加 一 Wo 十 2 十 

为 CD 可 和 和 于 ”而 麻 中 为 级 数 的 一 种 求 和 法 ,写作 
(5.2.5) Wo 二 Wi 十 Ws 十 … 二 8(T). 

符 工 求 和 法 使 每 一 个 收敛 级 数 可 和 于 原来 的 和 , 即 s 一 8 蕴含 
者 s,->s(T)， 则 称 工 为 一 正则 求 和 法 。 使 本 为 正则 的 am,n 的 条 

天 Toeplitz 找到 的 ,我 们 现在 将 他 的 结果 叙述 成 下 面 的 定理 . 

定理 68， 使 了 为 正则 竟 必 要 充分 条 件 是 , 存在 卷 与 m 无 关 的 
,使 
(5.2.6) Rm— lan.n| <B 


对 于 全 一 个 加 ， 当 2 一 55 1， 


(5.2.7) Cn > 


68 了 ， Fourier 级 数 的 求 和 
(5.2.8) rm mn >1. 
这 些 条 件 的 必要 性 是 指 , 如 果 它 们 不 被 满足 , 那 末 一 定 存在 着 
级 数 收敛 于 s, 但 不 能 用 卫 求 和 法 求 得 8。 我们 附加 如 下 的 事实 . 
(i ) 最 初 两 个 条 件 已 足够 保证 当 $4->0 时 有 Tm 一 0; 
(Ci) 车 awn 之 0 且 8; 为 实数 , 则 
lim s,<lim zn <lim sm< lim s,; 
(iii) 车 再 有 7m 二 1， 则 
Min srTn SE Max 8,, 
这 里 “Min” 和 “Max 表示 对 所 有 nn 的 下 界 和 上 办 . 
Gv) 车 an 中 尚 含 有 参数 而 这 些 条 件 关 于 am,， 中 的 参数 一 
致 地 成 立 , 则 这 些 结论 也 一 致 地 成 立 . 
变换 (5.2.1) 依赖 于 整数 参数 m.。 有 时 为 方便 起 网 要 用 到 具 
有 连续 参数 7 的 变换 7(7), 这 里 7 欧 癌 于 ce, 0, 工 或 者 其 它 的 极 
限 、， 由 参数 所 引起 的 差别 是 不 重要 的 ， 因 为， 例如 ， 当 ”7+-~>1 时 
T(r) -xs 与 对 任意 收敛 于 1 的 数列 7%， 当 mm->2c 时 rm 一 "8 是 
完全 一 样 的 .特别 ,定理 68 中 的 m 换 成 7 时 ,这 定理 仍 成 立 . 


5.3 (C, 9) 求 和 法 以 及 入- 求 和 法 ”我 们 以 后 经 常 要 用 的 
是 这 两 种 标准 方法 中 的 一 种 . 


1 _ 
QD 车 oo 二 了 TW) min-0 (n>m), 


则 

_ S80 十 81 十 十 Sm _ 
Tm m+1 Om, 
我 们 称 此 法 为 (C, 1) 求 和 法 ， 因 am,% 之 0 且 7Ym=1, 所 以 这 个 求 和 
法 是 正则 的 . 


(2) A- 求 和 法 竣 赖 于 连续 参数 "， 后 者 从 小 于 1 的 正 数 趋向 


5.3 《C, 1) 求 和 法 以 及 A- 求 和 法 69 
于 1,， 车 
Cr n= 0 rT) = (1—r)r", 
则 当 之 ss 和 政和 化 时 ， 
(一 (人 一休 3 一 了 Wo 一 (六 ). 

我 们 立刻 可 以 证 明 此 法 满足 定理 68 的 条 件 (连续 参数 的 情形 ) , 因 
而 是 正则 的 . 这 是 宗 级 数 连 续 性 的 Abel 定理 的 实质 . 

级 数 当 (C, 1) 可 和 时 一 定 是 A 可 和 于 问 一 个 和 ; 但 A- 求 和 
法 更 为 有 力 . 

(3) 我 们 需要 对 下 列 两 个 特殊 级 数 : 


(C) 于 十 cos0 二 co820 十 …， 


(8) sin 0 -+ gin 20 -+ .….*) 
求 值 on 和 o(r). 福生 直接 计 和 对 C 求 得 
(5.3.1) on=— i SD.00) 


1 sin 二 (m+1)0 
mi) 7 = (0), 


sin 志 0 


(5.3.2) or)=Li 1 一 Por gb) 
四 2 工 一 2r cos0 十 ?3 ”7 


对 于 S 求 得 


、 ] 
(B.3.3) on=— mt > D0) 


1 1 1 sin(m -+ 1)0 
TO nti (gin nl 0) 一 他 mn (0) ， 
[5.3 om) st g(r, 0). 


1—2r cogt tr 


和 在 全 3.10, 3.11 中 我 们 用 SS 和 表示 别 的 级 数 ， 
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从 而 推 得 不 论 蛙 种 方法 使 0 之 和 为 0; 使 S 之 和 对 不 是 2 的 
代数 的 任何 9 为 于 cot 击 而 在 每 一 个 不 包含 2 的 信 数 的 闭 区 
间 上 求 和 是 一 臻 的， 显然 


(5.3.5) Fi,(0) >0, P(r, 0) >0, 
(5.3.6) 二 | F, (0)d0=1, 工 | P(r, Od0=1. 
MT -x TJ-7 


5.4 玉 - 求 和 法 及 其 核 。” 今后 我 们 始终 假设 全 是 线性 的 正 
则 求 和 法 ,但 为 便于 应 用 起 见 ,还 要 加 以 限制 ， 我 们 假设 对 于 每 一 
个 既成 立 者 


(5.4.1) Sinlan.n | oo, 


这 种 方法 称 为 K- 求 和 法 . 记 D,(9) 的 变换 为 


Sin nm 十 到】 0 
(B.4.2) Kn() = Dono— oo 2am." D0), 
" 2sin30 " 


玉 ，(9) 称 为 了 的 核 ; 记 了 (的 Fourier 级 数 在 1=0 的 部 分 和 的 
变换 为 


《5.4.3) Tm(0) = Tm(0, f) 一 之 Otm, nn (0 , f) 
= Sans fF(O+DD, (Ha, 

则 

(5.4.4) rm {0) -二 | FOTHD Kn dt 


= | "$6, t) Kn(t) dt, 
这 里 所 以 可 以 逐 项 积分 是 由 于 
|, FOFE) {Blend |D, DI}dt 


<B(nt3)ianed| if (2 lat 


5.5 Fourier 级 数 在 连续 点 或 胱 跃 点 的 六 ?1 
收敛 的 缘故 . 

类 似 于 8$8 4.2, 4.3 的 收敛 判别 法 ,我 们 可 由 (5.4.4) 推 得 关 
于 Fourier 级 数 的 求 和 判别 法 . 若 了 一 二 则 对 一 切 %n 有 ss 一 I 和 


Gam 一 人 0m mn 一 人 一 > 二 所 以 


(5.4.5) 二 |。 Ka(tdtmrm>1, 

且 由 定理 31, 对 主任 意 的 正 数 8, 关于 2 一致 地 成 立 着 
(5.4.6) [E22 Qi—>0; 

从 而 由 求 和 法 的 正则 性 ,关于 4 一 致 地 成 立 着 ” 
(5.4.7) | PKRndt— San.n)” $D, dt—>0. 
特别 ， 

(5.4.8) | Endt»0. 

合并 (5.4. 是 至 (6.4.8) 与 .4.4) ,得 到 

(5.4.9) zm (0 ) -=| g(t) Kn(t) dt+0(l), 


其 中 yo 人力 如 (4.2.3) 所 定义 ， 最 后 我 们 看 到 , 对 于 任意 固定 的 5， 
在 使 c=c(9) 为 有 界 的 集 上 , (65.4.9) 是 一 致 地 成 立 的 . 

定理 69. 要 使 f (2) 的 Fourier 级 数 在 t=0 为 (T) 可 和 于 6， 
必要 充分 条 件 是 : 对 于 某 个 正 数 9， 


sa 


ee 


相当 于 定理 69, 自然 有 相应 于 连续 参数 的 定理 . 


5.5 Fourier 级 数 在 连续 点 或 跳跃 点 的 求 和 ”下 述 定理 


“因此 车 将 gp 站 换 以 8hmy 站 和 有 ->0, 结论 仿 昌 成 立 ， 


?2 立 。 Fourier 级 数 的 求 和 
的 第 一 部 分 是 这 个 题目 的 基本 定理 之 一 . 
定理 ?0. 假设 TT 是 一 个 上 - 求 和 法 且 有 不 依赖 于 mw 的 召 , 使 


ss 


(5.5.1) 了 |. [Klt) ldt<H, 
则 

GG) 当 $B(+0) 一 lim 于 {f (9 十 作 十 f (09 一作} 存在 时 ， 级 数 
可 和 十 $( 十 0)， 特 别 在 连续 点 可 和 于 了 (9)， 在 跳跃 点 可 和 于 


1 


{fF(0+0) 二 AGO 一 0) 
(ii) 更 一 般 地 , 若 hw->0, 则 在 连续 点 有 


(5.5.2) Tn (0+ hn) —>f (0), 
而 在 跳跃 点 有 


(5 .5.3) ro(g 十 im) — {fF (90+0) —f (0—0)} | Kn (td 


> {F040) HG 一 0)} 


(ii 车 了 在 闭 区 间 <a, 68> 上 连续 , 则 级 数 在 <a,， 56》 上 一 致 地 
CT 可 和 于 f; 又 若 f 在 Ca, 5》 上 有 界 , 则 rm(6) 在 任 一 内 部 区 间 
上 上 有明 

Giv) [rn(O SH MaxlFON | lralO) av < 01a, 
这 里 五 与 (5.5. 中 的 值 相 同 ; 以 及 

(V) m0) >f(0) (DD). 

由 (5.4.5) 推 得 , 假如 对 于 一 切 m 与 ,成立 着 上 mlst) 之 0， 那 
末 条 件 (5.5.1) 被 满足 ， 特 别 由 于 (5.3. 辐 ， 可 知 (5.5.1) 对 于 
(C, 4) 及 A- 求 和 法 是 成 立 的 . 由 (5.4.5), 旦 沁 1. 

(i) 车 $9(+0) 存在 , 设 c 一 $( 十 0), 我 们 可 以 选取 mm<6 使 
igo(2) 1 达 e(|t 引 7)， 所 以 由 (5.5.1) 和 (5.4.7) 得 到 
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二 
76, 0 ml<ef En Ol a+ | go 人 
. 如 
1 
< 可 THe 十 0(1); 


从 而 推 得 (5.4.10). 
这) 设 了 在 9 连续 而 hm->0, 则 当 | 相 志 6(8), m 之 了 及 (g) 时 ， 
[|B (0+hn, £) —f(0) | 


30thntt) tf (Othn—t) ~2f(0) | <e. 
出 (5.4. 久 ,zn(9 十 fim) 一 9) 为 
2 GB-fOVRndtt 3) BEnd— S10 | Kndttoll), 
这 里 第 二 项 和 第 三 项 由 (5.4.7) 和 (5.4.8) 趋 向 于 0， 因 此 
[rm (Ot hn) —f(0) < 32 En ldttolD < He-tol))} 
从 而 
tn(O+hn)—>f (0). 
著 9 为 跳跃 点 ,我 们 可 设 
f(0)=B{f(0+0) +f(0—0)} 
和 hm>0， 写 着 d= 了 (9 十 0) 一 f(9 一 0) 以 及 
gD f(D) — SF-0) =f() b(t) 
(如 $ 3.12 那样 消去 不 连续 点 ) , 那 末 9 在 9 连续 ,所 以 
5.5.4) mm(Tjm 9)>9(0) = {FO+0) +f (6—0)}. 
同样 
rm (0+ hm, Bb)—) xEndt, 


其 中 由 (5.4.4)， 
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x 一 序 {EOF hmtt) 4hOt hn—i)} 
— {f(t +f (hn —t)}, 
Pe 


所 以 , 当 hw 很 小 时 ， 


四 
X= Br ( hm) (0<t<hn), 


a 
XX 二 一 可 ho (hm <t<m), 


因此 
(5.5.5) tn(0+hm, ~ Lr Kndi— SP) Kndt 
和 0 NT” J 
qd fo 
=-£|” Kndt+oll); 
er 0 


由 (5.5.4) 和 (5.5.5) 推 得 (5.5.3). 

(ii 若 了 在 4c，22 内 连续 (从 而 为 一 致 连续 ) , 我 们 可 以 用 人 
的 论证 , 得 到 对 zm(9) 一 让 9) 是 一 致 的 . 关于 有 界 性 的 证 明 是 相 
似 的 且 更 为 简单 . 

(iv) 由 (5.4.4) 推 得 


1 人 人 | < 了 | [FO+D || EK lat, 
而 两 个 不 等 式 (其 中 第 一 个 只 有 当 了 EL” 时 才 有 意义 ) 万 是 上 式 


的 推论 ， 最 后 , 我 们 可 以 选择 一 个 连续 函数 了 "(06), 使 得 对 于 每 一 
个 与 成 立 着 


(5.5.6) | FO+0—f"(0+D)1d0= | IF(0) -f°(0) 1a0 


2 
A 
ss ss . 

H 


因此 ,根据 (5.4.4), (5.5.6) 和 (5.5.1)， 


[nls 及 一 mm 人 2 TOSE NOTD -OHO RK, dt, 


5.6 ”志平 处 处 可 求 和 75 
.5.7) [lr f) rn, f°) 1a0 
< 于 | Kaa] OD —f"(0+D de. 
由 (5.5.6) 和 (5.5.7) 得 到 
| ra f) -Ff0) 1a0<) rm f°) f°(0) 1d0 +2e. 
但 由 (ii)，rw(9，j) 一 产 (9) 一 致 地 成 立 ; 所 以 对 于 m 之 M (8)， 
| rm@, 亡 -7G)1agsse 
(5.5.1) 中 的 积分 乃 是 “T- 求 和 法 的 Lebesgue 常数 >， 它们 
的 有 界 性 也 是 使 定理 70 成 立 的 必要 条 件 : 如 果 它 们 不 是 有 界 , 那 
未 我 们 可 以 象 $4.13 中 所 说 的 办 法 构造 连续 函数 ， 使 其 Fourier 
级 数 不 常 是 (T) 可 求 和 |. 
我 们 已 经 看 到 , 当 及 a(t) >0 时 (6.5.1) 是 满足 的 ， 此 时 ,用 
证 明 (的 方法 可 以 证 明 ， 
lim 由 (9, #) <lim zn (0) < tn (0) < Tm $(0, D). 


又 车 rm 一 1 和 对 于 一 切 9 有 4<f(0)<M, 则 Tm(0) 所 用 .这 
些 条 件 ( 或 者 其 变形 ), (C, 4) 与 A- 求 和 法 都 是 满足 的 . 


5.6 几乎 处 处 可 求 和 条 件 人 .5.1) 不 能 使 我 们 证 明 相 应 
的 求 和 法 在 $5.1 的 意义 下 是 “Fourier 有 效 ” 的 .我们 在 下 述 两 
定理 中 对 五 mw 人 坊 加 上 上 了 更 强 的 条 件 . 

定理 氏 ， 设 工 为 一 及 - 求 和 法 ,又 设 
(5.6.1) =) EC lat<H. 


那 末 对 于 满足 


9 


(5.6 .2 OAOL TG 
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( 即 当 /满足 条 件 时) 的 任意 0, 成 立 着 rm(9) 一 c， 特别 对 于 几 
了 于 一 切 六 有 
(5.6.3) Tm(0)—>f (0). 

由 (5.4.1) 和 (5.4.2) 推 得 ，KKm(t) 或 许 除了 原点 以 外 都 有 
连续 的 导数 ， 也 容易 证 明 当 用 R+ 代替 砷 时 (5.6.1) 蕴含 着 
(5.5.1). 


现在 假设 定理 中 的 条 件 是 满足 的 ， 我 们 可 以 选取 5 使 得 当 
0 一 :< 时 180 | 三 et， 因此 
7 人 0, m) —| 和 的 巨人 地 
-6 (0) En (6) 一 | BE ds 
由 (5.4.2) 和 (3.6.6) 得 到 


[KkK,G)|< 于 如 coseo 郴 8<37R/5. 


因此 
Is 于 =Be+e|， 站 dt< 吉 (B+ H)e, 


从 而 推 得 结论 . 

我 们 将 在 以 后 看 到 , A- 求 和 法 满足 5.6.1), 可 是 (0G, 1) 求 和 
法 则 不 然 ,所 以 定理 71 不 能 证 明 (C, 1) 求 和 法 为 “Fourier 有 效 ” 
为 此 需要 另外 的 定理 . 

定理 8， 设 了 为 一 开 - 求 和 法 ,而 


(5.6.4) [Kn(t) iEK;(t), 

其 中 长 ,( 引 或 许 除了 原点 以 外 都 是 绝对 连续 的 , 又 
(5.6.5) 人 i KY (dt 二 万 

则 当 


(5.6.6) GC) =| gob) |du=olt) 


5.7 ”Fiourier 级 数 的 (CG，1) 求 去: 77 


( 即 了 满足 Fo) 时 tm 的 -6。 特别 ， 对 于 几乎 一 切 0 有 mm (0) 一 
f (0). 
首先 我 们 注意 


Er(t) = RK,(n) -| 到 = dr< Ks) Hit< Hs, 
因此 ,车 选取 5 使 当 0<t<68 时 1B*Q) | 志 et, 则 
,0 mle/ gD IEs Dat<) lg KS (at 


= (0) E80) -| BO) KY (Od 
<eH,+el. t| KY (t) |dt< He, 
0 


其 中 玉 = 瑟 :十 五 。， 从 而 定理 证 毕 . 


5.7 Fourier 级 数 的 (C，1) 求 和 由 (5.3.1) 和 (6.4.2)， 
(C, 了 ) 求 和 法 的 核 为 Fn( 引 ; 由 (65.3.6), Fn() 满 足 (5.5.1).。 此 
外 , 它 在 (0, zz/ 为 0(m) 而 在 Gr/m, 四 为 Oo 7),， 这 给 出 
它 满足 (5.5. 了 1 的 另 一 证 明 , 同时 指出 具有 正 数 五 使 


Hm 


(5.7 .1) iF | < F;,= Tm 


由 于 
(5.7.2) [tlru a-2H | a <24 | ss 
从 而 , Fm 也 满足 定理 72 的 条 件 . 

定理 33. (C0C, 1) 求 和 法 满足 定理 70 和 72 的 条 件 . 特别 ， 


We 


0 


(5. 了， 3) 0) 2 (9) CD 


了 8 VV， Fourier 级 数 的 求 和 
重要 的 是 注意 到 了, (不 满足 定理 ?1 的 条 件 ， 事 六 上， 


. a1, 1 
sin 6 (m+ Tteo- »t 


py Snmtlt 2 一 一 1 “一 ， 
4sin? 1 2Cm+1)sin? St 
所 以 对 | Kidt， 第 二 项 的 积分 为 有 界 ， 而 第 一 项 积分 相当 于 84.14 中 


Lebesgue 常数 的 倍数 
在 应 用 定理 70 的 G0) 时， 为 方便 起 匈 假 设 mhm>a, 此 地 一 所 4 所 %， 
那 末 记 着 收 =m% 二 1, 就 有 
hm sin 于 Mt of™ Sin” :Mt 
他 F, oa 中 | 一 2 “中 一 - 冯 AdtLo(l) 


Sm 一 -上 
2 


. Li 
BE “(2 


因此 , (5.5.3) 成 为 “ ) 一 -= (3) du tol), 


(5.7.4) on (Othw) > 370+0) +7(0--0)] 


E16040) -Toy 人 (Yau. 

特别 当 4 一 时 ， 
(5.7.5) om(O+ hy)—> 70 +0) 
(Ht 时 积分 有 值 吝 ). 

方程 (5.7. 多 在 “Gibbs 现象 "(8 3.12) 的 理论 中 有 着 有 趣 的 应 用 ， 我 们 
可 以 象 3 3.12 定义 通常 的 Gibbs 集 那 样 来 定义 在 f(t) 的 跳 牙 点 9 处 “对 应 
于 了 的 Gibbs 集 ”就 是 Tn) 当 m> 吕 和 ->9 时 的 一 切 极 归 的 全 体 ， 这 也 
就是 对 记 于 所 有 什 的 za(9+ hn) 的 一 切 组 限 的 全 体 。3《5.7.4) 指出 , 此 


和 


Gibbs F ,现象 是 具有 有 应 核 的 求 和 法 的 一 般 性 起、 


5.8 共 办 级 数 的 (0, D 求 和  ” 共 轿 级 数 具 有 一 般 的 求 和 
理论 ， 类 似 于 在 $885.4~56.6 对 Fourier 级 数 所 讲 的 理论 . 我们 
将 这 些 留 给 读者 ; 但 有 关 (C,，14) 求 和 法 的 定理 是 很 重要 的 , 且 在 以 
后 要 用 到 . 我 们 记 


5.8 共 斩 级 数 的 (G,，1) 求 各 了 9 


G8D FO) -Gn0, P= N00, /). 


定理 74， 若 在 t=9 满足 2o, 则 
(5.8.2) Gl0) — F,(0) =5, (0) -元 (0, ) cot tdi—>0, 


又 这 是 对 于 几乎 一 切 0 成 立 的 .车 同时 了 (6) 存在 , 则 
(5.8.3) Gm (8)—>7 (0). 

最 后 两 句 话 是 第 一 句 话 前 推论 ， 我们 在 86.8 (定理 89) 中 将 
要 证 明 了 (0) 儿 乎 处 处 存在 ,所 以 (5.8.3) 几 乎 处 处 成 立 ; 但 定理 89 
更 为 深刻 ， 我 们 记 
(5.8.4) w= ww) feu. 


由 于 了 满足 /rp，*(t) =ol(t)， 根据 (4.9.1), (5.3. 3) 和 (5 8.1) 
就 有 


2 (0) =- > (0, Db) dt 


7 
= = (0, t) Gn (tat 


-车 
9 | 4 Cm 1)sin? 


1 亚 sin (m+ 二 1)t | 
4(m+1)n | sin2 二 ds. 
5 . 
今 对 于 0<t<x/m, 
1 . sin (m1)t 
6 一 O(na)， 
sin 5 1) 


从 而 
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T=0(m| "tlylds) =0 {mw"(E)| =0(1). 


: dt 
去 站 | 上 到 


Tw) 2 0) 吕 
1 


上 va 和 


Er 4im+1) I 


ne ie 


所 以 om— fmn=0(1). 


/m 
)at= 0o(1); 


5.9 A 求 车 4% 为 (0, 已 可 和 , 则 它 一 定 是 A 可 和 ， 
但 是 独立 地 去 考虑 A 求 和 却 是 重要 的 , 因为 (a) 它 在 更 广 的 条 件 
下 也 是 有 效 的 ; (b) 它 有 助 于 将 Fourier 级 数 的 理论 同调 和 解析 范 
数 联系 起 来 . 

A- 求 和 法 的 核 是 (5.3.2) 的 P(r, 0). 车 fEL, 则 


(5.9.1) ur 级 = 半 Qo 二 区,(0)r" 
1 
-工人 二 一 已) 十 。， 
-| 恒 + C905 Ct 0) ! [fa 
工作 ] 一 yr3 
-去 | ， 1—2r Cos(t—0) 十 分 fat 


-| P(r, t— OF dt. 
类 似 地 ,车 (7, 9) 由 (5.3. 多 定义 , 则 
(6.9.2) an 0) =—B BO -i| Qlr, tf, 


这 两 个 函数 在 $1.2 的 意义 下 ， 是 共 轿 的 调和 函数 .与 有关 的 

函数 wr, 0) 称 为 了 的 Poisson 积分 ， Fourier 级 数 或 共 轿 级 数 的 

A 求 和 理论 是 由 此 特殊 方法 产生 的 调和 函数 的 向 径 极限 的 理论 . 
我 们 车 从 +<1 中 正则 的 任意 一 个 调和 函数 出 发 , 那 末 就 有 可 
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能 定义 它 的 一 个 边界 函数 (例如 取向 径 极 限 )， 这 个 边界 函数 可 能 
展 于 工 也 可 能 不 属于 上， 车 它 属 于 虐 , 称 它 为 f, 我 们 可 以 定义 了 
的 Fourier 级 数 和 Poisson 积分 于 是 发 生 了 这 样 的 问题 ， 这 个 
的 Poisson 积分 是 否 就 是 我 们 开始 出 发 的 调和 中 数 . 这 个 问题 的 管 
0 这 由 函数 lr, 0) 具 有 边界 函数 0(0<0<2m) 
可 以 看 出 ， 这 一 类 问题 常常 是 困难 的 , 它 应 该 属于 “唯一 性 定理 ” 
在 第 YI 和 将 对 后 者 给 出 简单 的 介绍 

(0, 1) 的 核 与 A 的 核 的 最 大 区 别 在 于 后 者 满足 定理 71 的 条 
件 ， 因 为 P 宇 0 而 P's0, 所 以 


| dP dt= -| tp'ai=| PdaP() <[ Pdi- 二 rr. 
0 


定理 15. A- - 求 和 法 满 是 定理 ?0 和 71 的 条 件 . 特别 ，f() 


和 
sa. 


下 可 有 此 还 证 
{5.9.3) u(r, HF(0) (LL)., 
若 玉 一 0 及 人 竺 一 站 -及 一， 风 
1 到 | 工 一 3 1 十 
0 1—2reosti+r? 工 一 人 
于 是 从 (5.5.3)， 经 过 改变 使 其 适合 于 连续 人 参 变 数 后 推 得 : 当 因 ~*0， 
CQ 一 ?7) .>a 时 ， 


at =—arc CT tn 可 -aretana. 


(5.9.4) ulr, 9+h,) > 六 {fC0+0) +F(0—0)} 
+ 过 {f+0) 70- 0arctana, 
当 4 二 ce 了 时 就 或 为 
(5.9.5) Ur, 9+h >f(0+0). 
这 个 对 应 二 (5.7.5; 的 结果 , 象 (5.7. 人 外 那样 , 对 于 跳跃 点 是 被 证 明了 的 ， 
自然 会 发 生 这 样 的 问题 ，(5.9.5) 在 什么 时 候 可 以 单 由 f(9+0) 的 存在 而 推 
得 ? 我 们 将 证 明 ， 当 jr->0，Hm Q 一 六 -3 一 工 >0 和 了 (9+0) 存在 时 ， 


go 了， Fourier 级 数 的 求 和 
(5.9.5) 就 已 经 成 立 . 


我 们 可 以 假设 9 一 0 和 了 (04+0)=f(+0) 0， 显然 只 费 屁 够 证 明 对 于 某 
个 6=6(s) 和 1 一 + 志 pL8), 成 立 着 
(5.9.6) 17j= | 三 rpzPer， :一 jdt| <e. 
我 们 可 以 选取 nn 和 6 使 得 
(各 ta)n<e, OI <n GO<tsa ,| ,lar<n, 
于 是 在 (一 6, 0) 中 


工 一 7 1_ 
PO, th,)< - - 


-一 一 二 一 人 一 一 
47 sin? (th,) 2r in: Sh 


从 而 推 得 
1— 
IJ 了 | 于 一 上 flartnf Plr, t—h)at 
27y gin2 sh, ~* 0 
2 
工 一 
<{ 一 一 了 一 + 和 n， 
(5 sin? 地 ) 
-一 2 
Bi Tl< (FB tr )<s, 
这 等 价 于 (5.9.6) , 


将 (5.9.4) 和 (5.9.6) 叙述 成 为 关于 调和 函数 的 定理 就 更 易 明 了 . 设 P 
和 Bo 为 具有 极 坐 标 《〈， 9) 和 《1 00) 的 点 ， 又 Pp 二 1 一 7 和 h=0 一 6， 如 果 
rl1 和 6 一 bo 的 方式 使 得 hi~ap， 则 已 治 着 一 个 与 向 径 OP 做 成 一 个 角 为 
arc tan a 的 路 线 趋向 于 Po， 如 果 limp -号 >0， 则 王 在 由 单位 加 与 一 个 在 
Po 点 与 之 相 切 的 较 小 的 圆 所 做 成 的 月 形 区 域内 趋向 于 Po， 在 第 一 个 情形 
下 wlr, 9) 趋向 于 极限 全 .9.4), 在 第 二 个 情形 下 趋向 于 /96。+0)， 只 要 这 些 
极限 是 存在 的 . 


5.10 ” 共 罗 级 数 的 入 求 和 对 于 共 斩 级 数 ,相当 于 和 定理 75 
的 是 下 列 定理 . 
定理 76. 若 当 t=0 时 了 满足 ?而 7 一 aresin (一 站 ， 则 


(6.10.1) wr, 0) —F,(0) =v(r, 6) - 训 [ WC £) oot Btdi0. 


s.10 共 名 级 数 的 太 求 和 


若 A(0) 存在 , 则 2(7, 扑 一 (0). 
由 (56.9.2) 推 得 

1f 1 rs 

or 0) ==) FO+OQr, DU) wb, OQ, Dh 

.10.2) vr, 0)—P0) -=F hd | had, 


其 中 


六 Sm 
1 
Qt 1—2reostr2? 


避 1 ”)20c0t 到 
9 人) 2 3 00t 瑟 3 {—Q(t) =— 1—2rcost—r? 


置 4=1~2reost+73= (1—7)?+4r sin? 于 由 则 易 证 


amw-orm-090-0( 了 )7O=-0()， 


，_ If (Leost 一 27 1 
Q 0 (去 ) (0<i<T7) ， 


(圭一 人 )2 cosec? 于 2r(L 一 rzcos 本 
一 王 2 


dT 44 
Cr 1 说 
ol 志 j=-0( 所 ). 
因此 , 若 包 (人 -| waw, 则 到 GD) -oG)， 故 
=T vam- wed 
-oD+| WoD, 
Js— -Vg =| Yad 


=o(D+ 沪 | Te 
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于 是 由 (5.10.2) 推 得 定理 . 

在 定理 74 和 6 之 间 有 一 个 很 重要 的 差异 ， 车 了 (9) 存在 , 则 
(由 8 4.10 的 最 后 一 节 ) 了 一 定 满足 ?fo， 于 是 7(9) 的 存在 本 身 已 
经 足够 保证 共 轿 级 数 为 A 可 和 于 7(9). 在 定理 74 中 我 们 要 求 
更 强 的 条 件 Lo; 如 果 了 作为 一 Lebesgue 积分 存在 ， 那 末 bo 就 自 
然 满足 . 


5.11 定理 70 至 76 的 一 些 应 用 有 关 求 和 的 定理 使 我 们 
能 够 对 前 儿童 中 的 结果 加 上 许多 重要 的 补充 ， 我 们 在 这 里 选择 三 

(1) 首先 由 A- 求 和 法 的 正则 性 立即 得 到 : 若 一 级 数 为 收敛， 
则 它 是 A 可 和 于 同一 个 数 ， 因 此 我 们 推 得 

定理 条 车 f(t) 的 Fourier 级 数 在 使 (4) 满足 天 的 点 9 处 
收敛 ， 人 特别 ,者 级 数 在 连续 点 或 跳 牙 点 收敛 , 则 其 和 为 


+ 


处 处 表示 f (0)., 

若 共 锋 级 数 于 了 (9) 存在 的 点 处 收敛 , 则 其 和 为 7(O)。 

当 我 们 证 明了 (定理 89) 了 几乎 处 处 存在 之 后 , 那 末 就 可 知道 ， 
如 果 共 卉 级 数 几乎 处 处 收 化 , 则 它 几乎 处 处 表示 

(2) 其 次 考虑 具有 Fourier 系数 为 O(n-!) 的 函数， 由 定理 
37， 所 有 本 中 的 函数 满足 这 个 条 件 ， 根据 “Tauberian” 定 理 ， 当 
王 w 为 (0, 了 D 可 和 且 久 一 O(n 时 ,加 uw 为 收 化 ， 从 而 推 得 这 种 
函数 的 Fourier 级 数 只 要 是 (C, 1) 可 和 , 就 一 定 收敛 , 并 且 儿 乎 处 
处 收 化 于 (0). 

特别 ， 当 了 EV 时 了 的 Fourier 级 数 收敛 于 了 {F (0 十 0) 十 


了 (6 一 0)}， 将 此 结果 与 定理 52 相 结合 就 得 到 定理 86 和 定理 把 
的 另外 的 证 明 ， 


5,13 了 Fourier 级 数 的 导 级 数 85 


《3) 由 定理 73 不 难 导 出 Weierstrass 定理 (定理 23) 和 完备 
性 定理 (定理 19) . 

(i ) 洪 了 为 连续 且 具 有 周期 25, 则 om(9) 一 致 收 仑 于 了 (90). 
这 就 证 明了 定理 24， 而 定理 23 由 $2.9 可知 为 定理 24 的 一 个 推 
论 . 

(二 ) 在 证 明定 理 19 时 (如 在 82.6 中 所 见 )， 可 以 假设 为 
连续 .车 了 的 所 有 Fourier 系数 为 0, 则 对 一 切 b 成 立 着 om (0) =0， 
所 以 它 的 极限 即 为 0。 不 然 的 话 (如 果 不 归 结 为 连续 的 情形 )， 
om(9) 几乎 处 处 收敛 于 f(0), 从 而 (0) = 二 0， 这 个 证 明 不 很 简单 ， 
因为 它 依 束 于 定理 72 而 不 是 定理 70. 


5.12 Fourier 级 数 的 导 级 数 。 车 有 1(?) 是 (的 一 个 积 
分 , 则 


2 -~ = :COdu 一 二 | {f (GFu) 上 9 一 四 一 20du 
f+ flO 
2 


因此 B(D ==o( 等 价 于 
f1(0+0) ~—f1(0—t) ,, 
2 


在 这 情形 下 我 们 说 fi() 在 i=9 处 具有 广义 一 阶 导 数 等 于 ec, 记 作 
Df1(9) ce， 由 定理 75 推 得 : 的 的 Fourier 级 数 在 (有 广义 
一 阶 导数 的 9 处 为 A 可 和 . 

f 的 Fourier 级 数 是 户 的 Fourier 级 数 的 导 级 数 ， 即 级 数 由 
形式 上 的 求 导 获得 ， 因 此 由 刚才 证 明 的 结果 使 人 联系 到 更 一 般 的 
定理 ,后 者 是 以 了 代替 fi, 而 导 级 数 本 身 通常 不 是 Fourier 级 数 . 

定理 78， 若 f( 作 在 i 一 9 有 广义 一 阶 导数 Df (9), 则 当 了 -> 


时 有 
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(5 .12.1) 0 DO Sn(bscosnd —a, sinng) "> DF(O). 
1 


事实 上 ,对 (5.9.1) 关 于 微分 ， 
一 -三 人 7GOP (一 人 对 一 -| 7G+DP (Dait 
1 (7f(O+t) —f(0—A 
-3 2 sin+ LO) ds, 


其 中 三 的 一 Pr 台 , 出 现 的 导数 表示 关于 求 导 ,又 


= t 2 1— 2 i 2 
L()=—2sintP'(t) = Ts. 


被 积 函 数 的 第 一 个 因子 当 1->0 时 趋向 于 Df(0). 同时 9 之 0， 
五 的 在 任何 区 间 0<8< 和 友和 内 一 致 地 收 仿 于 0,， 又 


TI| DOw= 全 | costP dtmr>. 
To TJ0 


因此 利用 类 似 于 证 明定 理 70(i) 的 方法 可 以 推 得 (5.12.1). 

这 个 定理 是 一 系列 定理 中 的 一 个 . 例如 可 以 证 明 , 当 f 在 i=96 
有 并 阶 (普通 意义 ) 导数 时 入 关于 9 的 阶 偏 导数 趋向 于 (9); 
而 这 些 结果 可 以 解释 为 f 的 Fourier 级 数 逐 次 求 导 后 的 入 可 和 和 
性 定理 . 


VI， 第 章 定 理 的 应 用 


6.1 引言 ”我 们 在 本 章 中 收集 一 些 定理 ,它们 大 都 是 第 V 
章 中 已 证 定理 的 应 用 . 定理 79 在 逻辑 上 属于 第 IV 章 , 但 因 其 证 
明 依 赖 于 第 Y 更 的 函数 Fw(2) 的 性 质 ,所 以 为 方 使 起 见 插 在 这 里 
来 讲 . 


6.2 一 个 几乎 处 处 发 散 的 ourier 级 数 。” 我 们 在 第 V 章 
(定理 73 和 ”75) 已 经 证 明 ，(C, 1) 求 和 法 和 A- 求 和 法 是 “Fourier 
有 效 ” 的 , 就 是 说 , 它们 使 每 一 个 Fourier 级 数 儿 乎 处 处 可 和 于 其 
展开 时 数 . ON Fourier 有 效 的 ， 


oe 


证 明 的 核心 人 在 下 疝 的 准 从 定之 中 . 
定理 80.， 存在 着 三 角 多 项 式 列 ,具有 下 列 诺 性 质 : 


"I 


(ii) | $d 1, 
CD 对 于 每 一 个 对 应 着 (8) 一 个 Mr， ooo (b) 一 


"+ 


CE 


个 局 名 的 0 和 和 一个 上 有 一 包 (0) <a 调 
. 18», C0, $i) | > M,. 
° 4 一 4 (2 二 1) (0 Dn); 
并 假设 mo， 4，…，?22 是 具有 下 述 性 质 的 整数 列 : 〈a) mo 之 m4， 
(mai 之 2mi 以 及 (ec)2m2 十 可 被 2 十 了 除 尽 ; 又 定义 内 如 下 


十 也 Diy (6 A ) } bE 
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其 中 Fw 是 Fej8r 核 (56.3.1)， 显 然 , pr 是 一 个 非 负 的 多 项 式 , 因 
为 每 一 个 Ps 以 去 为 首 项 ,所 以 它 满足 (i)， 

车 mw 所 <m;i41， 则 


mlb, 和) 一 -| S Fm(0— A) 
十 > sr (0 A401] 


1=771 
又 若 将 最 后 一 项 分 为 两 部 分 , 写 着 
22 十 王 一 人 一 大 十 于 一 个 十 (02 一下) ， 
我 们 得 到 
(6.2 。 1) sp (0, Pn) = 


i Fl0— A,) 
1 wy 十 4 
Nn 二 11 和 1 i 


1 
n 二 1 i371 7 


一 访 ; 十 入 ?十 请 3， 
此 地 Dx 为 Dirichlet 核 ， 恒等式 对 mF<mjii 是 真 的 ,实际 上 
我 们 取 4 二 my， 

我 们 在 区 间 J;,， 即 (4;) 十 nn?，4y41 一 Wn，) 中 考虑 8m,(0, 四,). 
因为 Fm() 一 Om 21) 且 对 Jj 的 9 与 一 切 ! 有 10--4| 宇 nn 了 
这 mi 所 以 (6.2.1) 的 五 ,是 一 致 有 界 的 ， 因 此 8 和 8。 是 有 界 
的 ,并 且 对 于 中 的 如 适合 


(6.2.2) [sm (0, $o) |>|Ss|— 
今 


十 Fr(9— A)) 


十 


2 Ds(9 — 41) 


m+) (4h) = Qrmtl) Gj-l) 
所 以 Ss=oT, 其 中 
(6.2.3) osin{(m, 十 到) Csa -6 外 


2r 
| 二 0 (mod 2x), 
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1 1 Pa 
% 二 1] 4 Mu 二 1 2 sin 一 > (di—0) 


(6.2.4) T= 


和 中 各 项 是 正 的 ,又 因 ji>>2r0 所 以 当 Vi 


z 1 < 1 1w 1 

6.2. DP>L » ， 

(5.2.5) 全 十 二 盖 可 ,他 ， 矶 二 厅 > 豆 ,六 ,本 二 本 
_ 22 十 1 & 1 全 十- 


8r :和 1 一 本 log (n— 2 
% 二 1 
> 6 log n., 


我 们 定义 加, 为 如 下 的 9 的 集合 : 8 属于, 1<j<n 一 Mn， 
并 和 且 适 合 


(6.2.6) [ol=|sin{(m +3) C40)) | > (logn) 
那 未 ,由 (6.2.2) 至 (6.2.6) 得 到 对 于 五 ,中 的 由 
| sm, (6, Dn) | > HM,. 


当 8 在 J 中 时 ， 我们 取 此 值 作为 用 ,, 取 mi 作为 9:， 取 my 作为 
Pn ). 

剩 下 来 只 要 证 明 m,>2m; 而 这 是 显然 的 ， 因 为 具有 1<3 
<n 一 和 人 的 J 在 (0, 2r) 中 除了 测度 为 Lv 填 Omv3n-!) 
=0m-13) 的 集合 外 填 满 一 切 , 而 不 满足 (6.2.6) 的 部 分 其 测度 为 
O{ (log 9 一 人 

现在 容易 证 明定 理 79. 由 对 一 "co, 我 们 可 以 选取 数列 (ms) 
使 了 Maa2 一 ce. 我们 将 Ba 导 成 攻 数 西数 的 利 ， 置 


= a,) 十 (TD, 十， 
这 里 (Zs) 表示 将 荆 ,, 展开 为 指数 函数 的 和 和， 显然 可 以 选择 7 使 
得 当 了 是 一 个 ( 复 的 ) 三 角 级 数 时 , 工 的 项 之 间 没 有 重 迭 。 由 于 
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i le-oe| 卫 Pdg< 工 三 i | VT 
Ti0 并 M2 0 


时 


从 而 级 数 立 了 几乎 处 处 收敛 于 一 个 可 积 函 数 到 ， 因 而 乘 以 e 和 
后 可 以 逐 项 积分 ， 所 以 了 是 下 的 Fourier 级 数 ， 另 一 方面 , 如果 
9 在 如,, 内 ， 那 末 (7,,) 包 含 着 一 部 分 依次 相连 的 项 ， 其 和 在 数值 
上 大 于 党 .所 以 当 有 0 位 于 无 限 个 五 。 时 卫 是 发 散 的 ; 但 这 是 几 
乎 处 处 成 立 的 ,因为 mE 一 2m™， 


-6.3 具有 正 系 数 的 了 ourier 级 数 当 Fourier 常数 为 正 
时 ， 函 数 的 连续 性 与 其 Fourier 级 数 收敛 性 之 间 的 关系 就 非常 简 
单 ， 在 $8 3.10 至 3.41L 我 们 考 同 过 具有 正 的 递 峰 系数 的 级 数 ; 在 
本 节 中 我 们 证 明 两 个 定理 , 这 两 个 定理 与 以 前 证 明 过 的 定理 有 关 ， 
但 具有 更 一 般 的 性 质 . 为 方便 起 见 ,将 偶 函 数 利 奇 旬 数 分 开 来 考 
虑 . 

定理 81， 假 如 了 是 偶 函 数 并 且 是 有 界 的 ， 7 一 (co 0)， 又 
4 之 0, 则 之 mm<<co( 因 而 了 为 连续 ). 
因为 由 定理 70(iv)， A 又 因 gm 二 0, 所 以 


5 Nt) EO pn (0) » 
因此 了 ww <ce( 而 Fourier 级 数 一 致 收敛 ) . 


对 于 定理 81, 其 实 我 们 只 和 需 假 设 了 靠近 原点 为 有 界 就 够 了 . 
82. 人 由 7 是 可 本 ns, 00, 9， 又 


ee 


1 加 十 1] 
可 su (0) < Dntl 《0) < 


(i ) 若 I|f|<1, 则 由 定理 70(iv)， 


、 
| _ DY 
(6.3.1) -lox( > (1 wr) 


说 四 ， 人 如 我 们 床 意 ; 可 以 取 丰 的 实 部 而 得 到 -的 级 数 . 但 论证 
须 稍 加 改变 ,坊间 必须 用 浏 第 Yl1L 章 的 定理 92，。 


<1l, 
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RN=2n d=7x/4n, Blame2n 时 ，gn m0=71m/2n, 所 以 


y < Ti . 
《6 .人 .3) 0 27 
由 是 

0 去 5 > mobn 人 2n, 
2 1 
从 而 
(6.3.3) mp sin m0) <4, 
1” 加 二 1 | 


最 后 ,在 (6.3.1) 中 取 六 一 0， 又 将 它 与 6.3.2) 机 结合 , 即 得 
pS bn sin mg <b, 


《ii) 车 了 了 为 连续 , 则 c, 一 致 地 趋向 于 了 因此 可 以 写 f=0o， 
十 9， 其 中 中 一 m(s)] ， 而 对 于 一 切 0 19|<s，e 的 系数 并 不 超过 
ff 的 对 应 的 系数 , 因此 g 的 系数 是 之 0 的 ， 由 二 推 得 : 对 于 一 切 
m 和 09 有 |sm(0,，9) | 二 Bs. 同时 当 g 之 Pp 之 ww 有 时 $8,(0, on) 二 80(0,， 0n) 
=— On (0); 从 而 
ls.(0, f) —s,(0, f)|=|s(0, 9) —s, 0d, 9)| <10e. 

因此 了 的 Fourier 级 数 一 致 收文. 

以 为 此 时 了 必 为 连续 的 主张 是 不 正确 的 :8 3.7 中 级 数 8 就 是 一 个 反例 ， 

将 这 些 定理 与 定理 34 和 35 对 照 起 来 是 有 趣 的 ， 如 果 了 为 偶 函 数 , 在 
《0, 2x) 上 是 凸 的 , 那 末 由 定理 35 得 到 a, 庆 0(n~V)， 如 果 了 还 是 有 界 的 , 那 
未 它 是 连续 的 ; 这 个 结论 可 以 不 用 Fourier 级 数 的 方法 而 直接 和 白 凸 浪 数 的 一 
般 性 质 推 得 ， 如 果 为 奇 函 数 且 在 (0, 2r) 上 是 证 诚 的 , 则 由 定理 34, b, 之 (， 
从 而 54(9) 为 一 致 有 界 ， 自然 ,定理 57 含义 较 广 ， 


6.4 Kolmogoroff 的 另 一 定理 若 太 E 严 , 则 8 一 六 (7Z2) ， 
又 旧 定 理 2, 存在 着 一 个 子 序列 (81,), 它 几 乎 处 处 收敛 于 了 了 ， 现 在 
我 们 将 证 明 ， 存 在 一 个 与 了 无 关 的 (no) ， 我 们 从 更 一 般 的 定理 来 
引证 这 个 结果 ， 而 且 不 必 假 定 了 属于 天 如果 一 个 三 角 级 数 当 
心 <ms% 时 ws 和 总 均 为 零 , 则 称 这 个 级 数 具 有 缺口 ao， mr) . 
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站 


四 于 :of 几乎 处 处 成 立 ， 所 以 
(n, —ny) (sn —f) = (sn+1—f) + + (8n;—f) 
= (Wl) (cu 一 六 一 Co 十 (on,—f) 
=0(%,) 
几乎 处 处 成 立 ， 因 为 俯 一 二 D 芭 < 入 (Ww 一 mw) ,从 而 推 得 5, 一 f0 几 
村 外 全民 开 ， 
切 9 成章 ， 
我 们 可 以 假设 ro=0 和 ri>mw。 记 
Po= 于 mo P,— ST 4,(0) (y>0); 
又 由 
To=Pot+Pst+Pist:, T= Pi+Pst+ Pst 
定义 两 个 三 角 级 数 To 和 了; 将 P, 的 各 项 全 部 写 出 来 ,而 用 零 系 
数 将 它 分 离开 来 . 因为 于 (2 十 加) 过 oo， 所 以 2。 和 TD; 分 别 是 满 
足 定理 83 的 函数 名 和 方 的 Fourier 级 数 ,又 fo 十 用 三 fA， 同时 对 
于 每 一 个 v, 和 或 者 是 这 些 级 数 的 每 一 个 的 缺口 的 开始 的 阶 数 ， 
或 者 是 末尾 的 阶 数 ， 所 以 5.(fo) -fo ss,(f1)- 了 > 及， 从 而 sn,(f) 
一 si,(fo) 十 3%.(f) >f 几乎 处 处 成 立 . 


6.5 了 ourier 级 数 的 强 性 求 和 若 s, 是 一 个 Fourier 级 
数 的 部 分 和 , 则 由 Fejér 定理 及 其 扩充 知道 ; 在 茶 些 情况 下 成 立 着 
(6.5.1) Dem—0) =00); 
这 可 能 被 认为 是 由 于 不 同 的 项 sm 一 c¢ 相互 抵消 之 故 . 下 面 的 定理 
指出 ，(6.5.1) 的 正确 性 并 非 由 于 上 述 原因 而 是 由 于 多 数 的 sm 一 c 
本 身 是 小 的 ， 
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定理 85， 若 是 实 的 , 且 千 近 t 一 9 处 属于 TI2; 又 


(6.5.2) | {$0, w) —o}2du =00); 
则 成 立 着 

(6.5.3) Pen (0) —0}*—o0(n) , 
(6.5.4) Slsn (0) -oo ， 


特别 , 当 由 十 0) 存在 时 , c= $+0), 面 在 连续 点 处 ， c 一 (0). 车 


让 


和 


Y, 而 。= _/00). 

我 们 只 要 考虑 (6.5.3) ,因为 (6.5. 和 可 由 (6.5.3) 以 及 Cauchy 
不 等 式 得 到 ， 我们 所 考虑 的 ( 除 掉 定 理 的 最 后 一 段 ) 是 局 部 现象 ， 
所 以 由 定理 52 可 以 假设 了 在 (一 mr, 7) 属 于 以 .因此 

so—>| go(t) -一 -一 on dt+o(l) 一 二 ,十 0(1)， 


从 而 我 们 必须 证 明 


(6.5.5) FO) -| gC d=o00) 
包含 着 
(6.5.6) 8,— 一 om， 

记 

UC) = Dunsin mt, 9,.=—Slunl. 
则 
[Dl <0,, IU,l <niQ,, Qi<nS,, | Uidt= 六 9. 

同时 


S,—| 2 d=(| + + ) 2 gUs 于 


0 
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条/ 下 TT 用 0? pn fn 本 
J i<| gdt | -于 Nin? 。 -， [ gt = 0 0:) =0(nS,), 
而 
n 于 2 a 2 
站 Usat| 每 民 一 二 | | dt 


Th 


由 (6.5.5), 最 后 一 个 积分 是 


之 一 -5 下 (=) +2| ”二 * -dt<O() + 人 与) 四 一 on 


从 而 .好 = o(nS,) ， 于 是 推 得 
S?<2(J3+78) 一 o(nS)， 
这 就 是 (6.5.6) . 
剩 下 来 要 证 明 的 是 (6.5.2) 对 c= 了 (0) 几乎 处 处 满足 ; 为 此 只 
要 证 明 
I= | {f(0+ —f(0)}? du—ol) 

几乎 处 处 成 立 ， 但 是 

{f (0+W —f 0} =f(0+u) —f2(0) 

一 2 (0) {f (0+u) —f (0)}, 

所 以 


I<| FO —f(0) 1au 


+21f 0) | | 170+ ~F 60) au, 


因为 了 属于 到 ,从 而 每 一 项 几乎 处 处 为 。 
为 了 表明 (6.5.4) ,通常 说 成 : 下 ( 亡 是 (O， 1 强 性 可 和 于 c. 
6.6 其 它 求 和 法 ”假设 $(z) 及 其 最 初 两 阶 导数 当 z>0 
时 为 连续 , 又 设 
(6.6.1) m= 0 (m1!) 
和 
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A mm) = Bn) 一 由 [二 天 AH 
Bm) 一 (2) — rm). 
则 直 中 值 定理 可 以 直接 证 明 
(6.6 hlm)=0mD), fm) 0 
对 < 一致 地 成 立 ， 
此 外 又 假设 世 w 为 一 无 穷 级 数 ; 9% 及 0 为 其 部 分 和 及 % 阶 
的 (C0, 了 D 部 分 和 和, 即 
(十 rn 二 0 十 包 十 于 各; 


又 设 

(6.6.3) tn = > wag (npom) . 

因为 

(6.6.4) tm = ps sd mM) Tsmp Mm) , 


所 以 如 是 在 $85.2 意义 下 3 的 一 个 变换 . 
定理 86， W 着 王 几 收敛 于 s 则 如 -sp (0)， 
(1) 着 三 ww(C, 恬 可 和 于 8 骨 

(6.6.5) Ts,=tn— (Sn—3 Pmum) —>sp 0)., 

如 果 再 设 Un 一 a/ 铝 和 外 (a) 二 0, 则 二 >$(0)， 
我 们 只 须 证 明 (6.6.5) ,其 它 各 段 均 为 推论 . 
对 (6.6.4) 经 过 和 差 变 换 ,我 们 得 到 


3 


(6.6.6) 声 = S (+ Do (m) +mom dn 1 (0m) sngb mpm). 


若 取 wo= 1, Vn = 0 (n> 0) ? 则 对 一 切 包 ，g 一 1 人 On 一 十， 于 是 上 式 
成 为 


(6.6.7D) $0)= Hath) Rm) tmdn s+ Bmpn); 


用 


合并 (6.6.6) 和 (6.6.7) 就 得 到 
(6.6.8) Tn sp (0) = am,n (on — 5) , 
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其 中 ar， 当 风 一 人 一 二 %=r; 一 1 和 nn 之 1m 时 分 别 为 (n+ 1) dr (am), 
mAn_1 (m2) 和 0. 由 (6 .6.2) 显然 看 到 ， 当 入 固定 >co 时 Om, ">0. 
并 且 


司 匈 十 工 nn 
(6.6.9) Blann|<H( DD OA+)<2H. 


ncm—1 TM 


从 而 定理 68 的 开始 两 个 条 件 是 满足 的 ， 所 以 当 o>8 时 工 w 一 
sp (0). 
应 该 注意 (6.6,5) 在 某 些 情形 下 仍旧 是 正确 的 ,此 时 om 一 8, 但 4 依赖 
于 nn 问 时 也 依赖 于 和 (从 和 而 假设 不 能 叙述 为 关于 Zito 的 六 和 )。 若 ao 一 Cntoo) 
为 一 致 有 界 ， 而 当 双 和 半 趋 向 时 co)->s， 即 当 入 二 到 (8)，72 关 草 (8) 时 
1on 一 5| 志 8, 则 人 ->5pC0) ,因为 此 时 由 (6.6.8) 积 (6.6.9), 当 mw 之 双 (8) 时 有 
[7m sp(0) | < an. [ossit BD lel lon—s] 


<o(l)+2He. 


6.7 应 用 ”定理 86 在 三 角 级 数论 中 有 多 方面 的 应 用 . 

(i) 著 如 一 汪 ao， 当 n 之 0 时 一 44( 引 ,于 是 吴 w( 外 是 
下 (0 , 则 

{nOF pm) Fsm (0— pm)} = Dw eos mn, 

这 就 是 小 四 一 cost 时 的 如。 所 以 我 们 得 到 

定理 全， 车 T 了 (0) 为 (C, 1) 可 和 于 s, 又 An 一 On 3 ， 则 
(6.7.D) 于 fen 十 pm) 十 an(9 一 wm) 

一 fen(9) —8} cos mpin—>s, 


， i pT _ pr \\ 
(6.7.2) 5 (G+ hE +s 0- fe) >s. 
这 样 ， 如 果 了 全 是 函数 了 的 Fourier 级 数 而 0 是 于 的 跳 唉 点 ， 


s 一 二 {J(0+0) 二 10 一 0), 屠 未 (6.7.2) 成 立 ， 又 .6.7.2) 对 二 (0) 
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几乎 处 处 是 正确 的 . 
(ii 86.6 的 公式 对 83.12 的 “Gibbs 现象 "得 到 补充 的 阐明 . 
我 们 首先 注意 到 ， 如 果 了 在 9 连续 ， 那 末 它 在 一 个 围绕 8 的 区 间 
上 为 有 界 ， 所 以 的 Fourier 级 数 在 i = 9 十 h 处 的 (C, 思平 均值 
gm(0 十 ， 对 于 微小 的 有 和 一切 mr 是 有 界 的 ;并且 根据 (5.5.2)， 
on 十 四) 当 />0 和 mcc 时 趋向 于 (9)， 此 外 ， 


到 sn 二 jn) +sm (9 十 Rn 十 z)| 


= Co 十 > 4, (0+hmt 
1 


TT nm 
3 Dm ) cos 


2m 

就 是 86.6 中 的 如 , 由 人 (9 二 hn 二 二 Tm 对 由 (的 = cost 和 jn 
一 地 zm 了 + 所 组 成 ， 因 为 $(mjn) 一 0, 记 以 7 一 如， 而 由 定理 86 
和 8 6.6 末 的 注解 推 得 : 若 有 (在 19 为 连续 且 hm>0, 则 
(6.7.3) {sm (0+ hm) +sn (0+hmt TE )|->f (0). 


现在 我 们 可 以 证 明 
定理 88. (i) 在 /了 的 一 跳跃 点 的 Gibbs 集中 至 少 包含 介 于 


全 1 sint 
cts| : d= (0+0) +f (0 ~ 0)} 
二 f(t+0) = sn at 


的 线段 
(ii 也 7 连续 点 处 的 Gibbs 集 是 一 个 以 天 抱 为 中 心 的 线 妇 ( 它 


人 


计 尖 的 东 二 刘 (6.7.3) 立即 可 推 得 , 因 若 sm (6 十 hw) 一 > 了 (0) 
十 5 而 hn 一 hm 一 zx2245 了 ， 则 
sm(0 + hm) >f (0) 一 6 
要 证 明 第 一 段 , 我 们 首先 注意 到 , 由 cm(9, 有 力 一 和 了 的 
Fourier 常数 趋 问 于 0, 从 而 存在 着 子 序列 (i,) ,使 
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(6.7.4) gm, (9, fc, 
其 次 ,我 们 记 ( 如 部 3.12 及 5. 
g(t) -GD 一 二 8 一 9) 一 一 5 

和 g(0) 一 o, 于 是 9 在 6 连续， 由 (6.7.3) 推 得 : 当 lu->0 时 ， 

to(9) 3 in (+ hn, 9) +sn(0+ hut TE, 9 > 
从 而 

xm(f) =c+xn(k) +o(l). 

先 取 各 一 0, 然后 取 加 = 一 x/m, 利用 $3.12 中 关于 的 Fourier 
级 数 ,可 以 看 到 

可 | 人 f) +sn(0+ 六 让 + | Sd, 
由 (6.7.4) 推 得 ,对 于 适当 的 数列 (m) ,有 

gm (2+ 开 ， f)>ei 2| pt. 

这 就 完成 了 证 明 . 


6.8 共 思 函数 的 存在 性 现在 我 们 证 明 
定理 8. 若 fELK, 则 


fF (0) -去 -| wo, 人 ) oot 区 tat 
作为 Cauchy 积分 是 对 于 几乎 一 切 0 在 在 的 . 


有 


我 们 可 以 假设 二 是 实 的 而 co=0. 将 记号 稍 加 改变 , 记 
-地 | cot td f= | Ea. 

我 们 必须 证 明 ; f, 或 者 f; 当 > 十 0 时 几乎 处 处 趋向 于 一 个 极限 . 
(1) 首先 假设 1E22, 则 卫 (@ 十 外) <oo, 因而 有 一 个 加 中 


的 g, 其 Fourier 级 数 为 本 B,(9); 而 由 定理 75, 对 B, 《0)r* 几乎 处 
处 趋向 于 X90)， 同 时 ,由 定理 76, 当 %=arcsin(1 一 7) 时 玉 B,(0)r" 
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一 了 ,C0) 几乎 处 处 趋向 于 0， 将 这 些 结果 合并 起 来 就 看 到 几乎 处 
处 成 立 着 方 (9) 一 9(0) 

(2) 转 到 一 般 的 情形 , 我 们 定义 依赖 于 s 的 集 S 和 S* 如 下 . 

为 方便 起 见 用 万 表示 在 (0, 2w) 的 余 集 , 而 以 e 表示 测度 mm 万 . 


-< 


4 
m0) =| fo, 
则 互 是 连续 的 和 周期 的 ，7(0) 一 太 (2w) 一 0， 太 =/。 由 Peoroff 
定理 (i) , 存 在 着 闭 集 8 使 得 
(a) s>2x—ée, (b) IF 和 条 =M(e)， 
(6) 在 8 中 一 致 地 成 立 着 了 二 史 一 (>. 


由 (《e) 推 得 ; 若 9 (但 9+h 不 一 定 ) 在 S 内 而 I4| 志 如 = 耳 (e), 则 
(6.8.1) IF(O+h)—FO)|<2M 1|. 

集 写 为 一 列 不 相 重 送 的 开 区 间 4 或 (61, m,) 的 和 和 集 , 且 
5 一 了 3,<s， 若 0 和 2r 不 是 如 的 点 ,我 们 可 以 把 它们 算 作 水 的 
端点 ; 所 有 其 它 端 点 属于 S， 若 将 每 一 个 4 关于 它 的 中 心 延 长 三 
倍 ， 弃 去 在 (0, 2w) 以 外 的 部 分 ， 而 将 所 有 重 迭 的 区 间 合 并 起 来 ， 
于 是 我 们 得 到 一 个 新 的 开 区 间 集 . 它 的 余 集 是 一 个 含 在 5S 内 的 闭 
集 S*, 且 %>2z 一 38， 只 要 证 明了 在 二 内 几乎 处 处 存在 就 行 了 . 

我 们 定义 一 个 连续 的 和 周期 的 函数 了 (9), 它 当 09=0, 2w 和 
属于 驴 时 等 于 玉 () ,而 在 每 一 个 水 内 成 线性 函数 , 则 

P(b) -| po, 
于 此 
Pp 下 (在 内)，p 一 了 让 (在 4 内 )， 

因 革 6, 之 oo0, 故 6 二 五 ( 当 n 足够 大 时 , 设 n>>N)， 著 9 在 4 内 
又 nn 六 计 , 则 09 一 和 < 及 和 0<54<27, 因而 6, 属于 S. 所 以 
由 '6.8.1)， 
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(6.8.2) 1F(0) —F(E,) | <2M,. 
特别 [了 (yw,) 一 了 P(E,) |<2M6,， 于 是 p 为 有 界 , 从 而 由 (DD, P 几 
乎 处 处 存在 .因此 , 若 记 
Q(0) -PG) 一 P(OO) 一 | (Ff -pa9 ={ 10, 


我 们 只 需 证 明 9 存在 或 者 证 明 9; 在 & 内 几乎 处 处 趋向 于 一 个 极 
限 . 

显然 , Q@ 是 连续 的 和 周期 的 ， 当 80, 2w 和 属于 5 时 8@=0,， 
而 且 还 存在 一 个 C=C(e) 使 对 一 切 98 成 立 着 
(6.8.3) 1Q(0) | 入 
同时 , 若 2 在 4 内 和 m> 人 六, 则 由 (6.8.2) 和 (6.8.4)， 
(6.8.4) |P(O) -PE -| SSP) -FED 

<|FOm)—F(E,) |<2M6,, 
(6.8.5) 1Q(00)|=|0(0) 一 QQ | 
<<4173， 

(3) 现在 假设 9 在 S* 内 ， 则 
(6.8.6) q, -下 TCD SIO) 轴 
一 二 | 9 二 六 二 人 一 2 | + tO De 


x 
一 如 十 9。 
因为 几乎 处 处 成 立 着 


全 人 一 人 QO)_, ry (9), 
所 以 几乎 处 处 赵 癌 于 一 个 极限 


最 后 我 们 必须 证 明 ww 几乎 处 处 趋向 于 一 个 极限 ， 而 这 只 要 


证 明 _ 
T(g) -| 1 go0 
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在 S” 上 几乎 处 处 成 立 ， 取 上 面 一 个 符号 就 有 


人 TO- le 到 


<|, 0 Er 


若 上 在 仿 内 ， 则 @ 人 OO =0， 车 t 在 澳 内 和 9 在 SY 内， 则 19 一 让 
大 9， 所 以 


因此 ,由 (6.8.3) 和 ‘6.8.8)， 
| Tad0<233|, (Qldt<2 30 + 8M B10,<%, 


这 就 证 明了 定理 . 如 $5.8 中 所 指出 , 现在 已 推 得 . 任何 一 个 
Fourier 级 数 的 共 罗 级 数 几 乎 处 处 (C， 了 可 和 或 A 可 和 于 了 (0). 

6.9 Fourier 级 数 的 收效 因子 我 们 已 经 看 到 , 所 有 
Fourier 级 数 及 其 共 轮 级 数 是 由 不 同 的 方法 “几乎 处 处 近 于 收 化 
的 ， 下 列 定理 是 一 个 更 精确 的 方法 . 

定理 80， 若 f~ (a,，2) ， 则 级 数 


~ 40) S 
oni 全 - 


几乎 对 于 一 切 ” 收 莹 . 


若 % 和 0% 分 虽 是 ww 的 部 分 和 以 及 (C, 平均 值 ， 则 (如 
$ 6.6) 对 任何 (%)， 


本 由 一 旦 
>, A nim 一 > (mm 十 1) Om 十 RO 1 了 -1 十 六 8n。 
0 0 


B, ‘tb) 
jog (n+ 1) 


车 为 = {log 十 了 } 卫 (wm>>0) 和 和 0 一 2 和 1, 则 由 人 3.6.8),n4h,,-1 一 >0， 
A,0 和 Cm 十 1 于 hw 过 oc0; 于 是 当 om 为 有 界 以 及 和 sn 一 0 时 
了 an 收 化 ， 邦 袜 zi 为 一 Fourier 级 数 或 是 它 的 共 轿 级 数 , 则 两 
个 条 件 都 几乎 处 处 成 立 ， 所 以 由 定理 73 和 ?4 证 得 第 一 个 级 数 几 
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乎 处 处 收敛 ,而 由 定理 64 知 ,第 二 个 级 数 也 是 几乎 处 处 收敛 . 


6.10 Kuttner 定理 定理 74, 86 和 89 引导 我 们 得 到 
一 个 重要 的 定理 ， 它 联系 着 Fourier 级 数 和 它 的 共 轿 级 数 的 收敛 
性 . 

定理 31 一 个 三 角 级 数 OR 正 测度 集 怒 人 又 


ee 
+ 


* 


ss 


第 一 段 是 第 一 段 的 推论， 因为 Fourier 级 数 的 其 思 级 数 是 几 
乎 处 处 (0, 1) 可 和 的. 
其 次 ,车 swf) 为 了 (9) 的 部 分 和 , 则 


{sn(0+ pom) —sn (0— jom)} —S) B, (6) sin nyom 


为 86.6 的 tn, 由 人 (9) 对 (4) 一 sint 所 组 成 所以, 如果 全 (0) 在 
吾 上 (9, 可 和 于 3(0) 且 pw 一 Om 四, 则 由 定理 86, 在 上 
(6.10.1) 二 {sm (0 + pom) 一 sm (0 — — Lm)} 
— {sn (0) —s(0)} sinmun—>0., 

因为 了 (9) 在 五 上 收敛 , 所 以 由 Rgoroff 定理 介 ， 了 (0 在 五 
的 一 个 具有 m 户 二 mB 一 的 子 集 地上 一 致 收敛 .我 们 将 要 证 肖 
下 (9) 在 柬 上 几乎 处 处 收 仿 ， 车 y 为 Br* 的 特征 函数 ， 则 % 对 于 
"中 几乎 一 切 0 力 是 其 积分 的 导数 , 而 我 们 只 需要 考虑 这 种 0. 
对 于 这 种 9， 

mY, zd 2 1=1, mf ”zeta 


从 而 对 于 大 的 mm， 


1 9—m-1 fa AN 1 
TO 一 王 普 人 二。 jz 计 . 
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于 是 推 得 . 存在 着 点 0 — Lm 和 0 十 ML 这 里 mE 2m2 一 1， 它们 
部 属于 忆 " (否则 I 至 多 为 闻 ); 而 对 这 种 9 和 An，(6.10. 了 1 是 
正确 的 . 同时 由 于 (0) 在 如 上 一 致 收敛 , 所 以 sm (0 填 jm) 
一 8m (一 Ln) 一 >0, 于 是 

{sm (0) 一 5(9) }sin mum—0. 

但 sinmpm>sin1; 从 而 sm (90) 一 8(0)， 这 是 在 Br 上 几乎 处 处 成 
立 的 ,又 因 s 是 任意 的 ,所 以 它 在 召 上 也 是 几乎 处 处 成 立 的 . 
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7.1 通论 有 不 同 的 方法 可 以 把 一 个 函数 和 一 个 三 角 
级 数 志 联系 起 来 ， 其 中 首先 是 在 前 几 节 中 作为 基础 的 把 了 考虑 
为 了 的 Fourier 级 数 . 

可 是 一 个 三 角 级 数 未 必 是 Fourier 级 数 , 这 样 ,对 于 一 个 已 给 
的 三 角 级 数 ,第 一 个 问题 就 是 如 何 判断 它 是 否 为 fourier 级 数 . 也 
可 以 通过 其 它 自然 的 方法 把 函数 同 级 数 联系 起 来 .特别 是 当 级 
数 收敛 的 时 候 , 这 时 , 我 们 就 会 发 生 这 样 的 问题 ， 当 一 个 三 角 级 数 
收敛 时 ， 这 级 数 是 否 就 是 其 和 函数 的 Fourier 级 数 ， 显然 ， 这 个 
问题 的 解 众 不 能 是 无 条 件 地 正面 和 的， 因为 和 疯 数 可 能 是 不 可 以 积 
分 的 .例如 级 数 (1.3.3) 对 一 切 8 均 收敛 , 但 和 函数 显然 是 不 可 
积 的 . 

级 数 的 和 函数 为 0 的 特殊 情形 是 特别 重要 的 . 假若 对 一 切 9， 
了 都 收 级 十 0, 堵 末 这 级 数 是 否 一 定 是 0 的 Fourier 级 数 呢 ? 也 
就 是 说 , 当 史 对 [一 zw] 中 的 一 切 9 都 收 但 于 0 时， 是否 一 切 a 
一 0 和 刀 .=0, 从 而 了 就 恒 等 于 0 呢 ? 显然 ,这 也 就 等 于 说 : 两 个 不 
同 的 三 角 级 数 不 能 对 一 切 8 都 收敛 于 同一 函数 ; 由 于 这 个 缘故 ,这 
问题 所 以 也 称 为 “唯一 性 ”问题 . 

上 面 所 提出 的 问题 , 大 部 分 已 由 Riemann, Heine, Cantor，, 
du Bois-Reymond 以 及 de la, Vallée-Poussin 等 人 所 解决 ;而且 答 
案 大 部 分 都 是 正面 的 . 就 是 说 ,当下 对 一 切 妨 邦 收 敛 于 0 时 , 那 
末 它 一 定 恒 等 于 0; 说 得 更 一 般 些 , 假若 工 收敛 于 一 个 函数 f, 而 
只 要 f 满足 一 些 “自然” 的 条 件 , 那 末 全 就 是 了 的 Fourier 级 数 . 
事实 上 ,下 面 我 们 将 看 到 更 一 般 的 命题 也 是 成 立 的 ,因为 我 们 可 以 
允许 在 某 一 个 例外 集 上 级 数 不 收 敛 . 
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当然 , 不 同 的 三 角 级 数 可 以 在 《一 zx, 吕 中 的 同一 真子 集 上 收敛 于 0. 例 

如 , 若 六 E 工 ,并 且 在 (ao, 8) 上 为 0, 其 中 -zm<a<b<xw, 那 末了 的 Fourier 级 
数 在 \a, 5) 内 的 任 一 闲 区 闻 《a, 8 上 是 一 致 收敛 于 0 的， 


7?.2 收敛 的 三 角 级 数 的 系数 车 人 (9) 对 于 一 个 特殊 的 9 
是 收敛 的 , 则 4,(9) 一 0, 但 是 & 和 6 未必 趋 于 0; 例 如 之 sin(n10) 
在 9 是 x 的 任何 有 理 倍数 时 都 收敛 , 但 系数 显然 不 趋 于 0. 但 是 ， 
假若 了 (9) 在 一 正 测度 的 集 上 收敛 , 那 末 它 的 系数 必 趋 于 0， 

定理 9 鸳 ， 若 在 一 个 正 测度 集 马上 4,(O)->0, 特别 ,车 人 (的 
收敛 , 则 an" 一 0，2 一 0. 

设 4,(0) = pn cos (nd + 2n), 
其 中 p= Ma 一 六 ， 假 设 p 不 趋 于 0, 于 是 必 有 一 正 数 6 和 一 列 
wx) ,使 pw， 但 在 吾 上 却 有 cosnw8 十 jw) 一 0。， 因 此 《由 于 余 
驼 函 数 系 是 一 致 有 界 的 )， 

| eos? (nad + 6) x (0) a9 — | ooe (nO + 6) dO0—>0, 


其 中 x(9) 表示 吾 的 特征 阔 数 .但 是 上 式 左 方 的 积分 是 


去 | po db 二 | cos 3 (nd 1.) x do 


一 方 mE 3| COS 2 (nb + Hn) x db, 


而 根据 定理 30, 它 应 收敛 于 于 mB>0， 这 矛盾 家 示 p>0， 


7.3 Riemann 求 和 法 研究 87.1 中 提 到 的 问题 的 基本 
方法 是 属于 Riemann 的 . 若 人 (0) 在 一 正 测度 集 上 收敛 , 则 由 定 
理 92, as 和 5, 趋 于 0, 而 级 数 


(7.3.1) SA a PO) BO) 
绝对 收敛 , 且 一 致 收敛 于 某 连 续 的 和 函数 . 这 级 数 是 将 原来 级 数 
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形式 上 积分 两 次 得 到 的 . Riemann 解决 上 述 问 题 的 基本 思想 是 : 
从 (9) 通过 “广义 二 次 导数 " 求 出 了 (0)， 

现在 假设 T(0) 是 系数 趋 于 0 的 任意 的 三 角 级 数 ,再 如 (7 .3.1) 
定义 函数 (90)， 假如 (对 任意 9) 写 看 


(7.3.2) Ng(0) —g(04h) +g(0—h) —2g(0), 
则 
(7.3.3) RB,(0)=— 和 Do + A,(0) (地 mh) 


特别 , 当 卫 (9) 为 了 (9) 的 Fourier 级 数 时 , 由 定理 44， 经 过 逐 项 积 
人 
二 | $(0, t) (2h—) dt = 5 网 dt | $6, wu) du 
= R,(0). 

级 数 (7.3.3) 当 及 =0 时 形式 上 就 变 为 级 数 T(6), 因此, 当 
人 (0) 发 散 时 ， 可 以 利用 轧 (0) 来 定义 了 (0) 的 和 和 .一般 地 说 ， 当 
hh 一 0 时 , 知 
(7.3.5) wt Bu Sm) —>8, 


则 称 级 数 忆 ww 是 (R) 可 和 于 s, 且 记 作 之 ws(R)， 
显然 ,由 (了 .3.4), 当 


(7.3.4) 


+ 0, Wau>s 


时 Ra(6) 一 ,但 由 $4.3, 工 | 4(, 四 du->s 对 s= 了 (0) 几乎 处 处 成 立 。 因 


此 ,了 (9) 的 Wourier 级 数 几乎 处 外 民 可 和 于 了 (9), 特别 是 在 1(9) 的 连续 点 
上 . 

R- 求 和 法 并 不 是 8&5.4 意 义 下 的 尺 - 求 和 法 ,因为 它 不 满足 (5.4.1). 但 
它 有 一 个 由 ,(5.4.2) 所 定义 的 核 , 而 (5.4.4) 和 (7.3.4) 表 明 , 这 个 核 当 0<9 
<<24 时 是 XT(2h 一/ 抽 ， 而 当 3%<0<r 时 为 0， 从 而 可 以 直接 验证 ， 对 
0<0<w 各 


《7 .3.6) 可 +eosg+eos 20+..=0(R). 
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然而 对 我 们 最 重要 的 是 : R~ 求 和 法 在 $3.2 意义 下 是 正则 的 ， 
定理 98， 兰 马 ww 收 化 于 s, 则 它 必 (R) 可 和 于 8 
谍 854 二 Wo 十 急症 十 Wp， Sn 一 >S， 又 把 n=0 时 的 (sin nh) /nh 理 

解 为 1, 于 是 


t(D =E (EE) Ts (PE) Ew. 


此 地 对 每 一 nw ， 当 有 -30 时 oo->0， 而 且 之 04.1==1; 此 外 ， 


< __ | I gint >， | 
3 在 ) | 


并 由 


< (加 人 ) I 
因此 ，R- 求 和 法 满足 定理 68 的 条 件 ( 把 离散 参数 换 作 连续 参数 )， 
从 而 是 正则 的 . z 
定理 用. 若 以 一 0, 则 


nn 
事实 上 , 如 令 
1 分 
oo— on. 一 Sn me (n>0), 
TT a 


则 由 让 = 二 卫 o4,wmun 所 定义 的 变换 是 正则 的 ,因为 当 如 >0 时 
on ->0; 且 当 产 >0 时 ,由 (3.8.5)， 


So ,| T+ S082nh =1+ 人 上 ， 
0 0 mT EE 


wh 和气 ny 
从 而 当 />0 时 ,和 和 趋 于 工 . 
设 古 (四 由 (7.3.1) 所 定义 , 且 wo 和 加 趋 寺 0, 于 是 下 定理 94 
和 (47.3.3) 得 到 
(7.3.7) kB 0) =0(). 


7.4 连续 函数 的 广义 二 阶 导数 ”假设 y(z) 连续 ， 人 hg (72) 
由 (7.3.2) 定 义 . 现在 我 们 用 
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2 ,和 
(7.4.1) Dsg(z) = lim ye , D209 (¢) = 1im 人) 
下 一 0 FO " 


分 别 定 义 为 g(z) 的 广义 二 阶 上 导数 和 广义 二 阶 下 导 数 .， 若 D;g 


ss 


(ar tbrte) =2ah, Doar? + br+e) =20, 
若 9"(%) (对 一 特定 的 x) 存 在, 则 Dzg 存在 且 等 于 g"(x)， 因 
为 ,由 Cauchy 中 值 定理 ， 
g(r) _ 9 (z+Oh)—g' (zr— Oh) - 
一 人 (0<0<1), 


而 右 端 的 极限 是 g"(z). 
所 以 根据 (7.3.3), (0) 8(R) 等 价 于 D5(9) =s. 


A 


石 ' 
(7.4.2) hg (oO) =o0(h), 
则 称 9 在 z 是 光滑 的 ， 在 此 情形 下 ， 
ge hy ge) = 8 99) Ho 


因此 ,车 以 Dr*g, Dig, Dig 和 D-g 依次 表示 9 的 右上 , 右 下 ,左上 
和 左下 导数 六， 则 
Di:g=D'g=Dy, Dg=D._g= Dg, 
式 中 Dy 和 Dg 分 别 表示 9 的 上 导数 和 下 导数 . 
于 是 从 (7.3.7) 可 知 ; 著 7(0) 的 系数 趋 于 0, 则 5B(9) 处 处 是 
光滑 的 ， 


?3.5 关于 凸 函数 的 一 个 定理 车 g 是 西 的 , 则 4g 宕 0， ~ 
而 Dag 关 0， 另 一 方面 , 车 g 有 之 0 的 二 阶 导 数 , 则 y 是 凸 的 . 
人 而 且 对 今后 的 讨论 也 是 六 的 


和 


es 


* 用 扣 号 和 减 叶 区 别 边 和 左边 . 
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?其 癌 的， 车 ?900 能 除 刀 外 ) eg 车 Dog=0 


os 


. 


我 们 只 楼 证 明 第 一 种 情形 ， 因为 将 9 的 符 号 改变 一 下 ,就 得 到 
第 二 种 情形 .第 三 件 事 是 一 个 明显 的 推论 。 最 后 , 光滑 这 个 条 件 
' 仅 在 涉及 到 五 时 才 是 需要 的 . 

(i) 我 们 可 以 假设 ( 除 五 外 ) 

(7.5.2) Dg>0., 
因为 如 若 定 理 存 这 比较 强 的 条 件 下 证 明了 ,水 末 对 于 满足 (7.5.1) 
的 g, 令 

1 


gn= g++ 分 mt， 


则 Dzg, 一 Dog 十 n>>0， 从 而 对 一 切 n, 锡 是 凸 的: 因此 ,9 一 limgn 
当然 也 是 凸 的 ， 

(i) 假设 除 辟 外 , 9 满足 (7 .5.2) ,但 不 是 凸 的 ， 那 末 我 们 可 
以 证 阴囊 是 非 可 列 的 ,从 而 就 证 明了 我 们 的 定理 . 

因为 9 不 是 凸 的 ， 故 在 4c, 5) 内 有 一 子 区 间 <a, B68>， 在 其 上 ， 
函数 

d(x) 一 g(o) 一 (8 一 2 0) gB) ) 一 g(z) 一 mt 一 


有 时 是 正 的 ; 内 而 对 于 天 分 和 m 和 的， 孙 数 
dj (2) —9 (8) — uz—n 

在 《a, B》 上 有 时 也 是 正 的 ，d(w) 在 <a, 8》 中 的 最 大 值 是 正 的 ， 
而 且 能 被 (a, B>》 内 的 某 一 z 所 达到 ; 同 理 , 4 (z) 也 是 这 样 ， 因 此 
必 有 ws ( 离 右 端 最 远 的 给 出 最 大 值 的 点 ) 使 得 a<<w <B 县 

de) Eden) acreB), do) < (<osD)， 

因为 对 于 充分 靠近 vw 的 那 种 zw， 我 们 有 Q(z) << (zw) ,长 
Dg (2,) = Dody (wy) < 0; 
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但 上 式 与 (7.5.2) 相 矛盾 , 故 mv 为 甩 中 的 点 . 
此 外 ,又 因 di 在 wv 处 取 最 大 值 , 故 对 充分 小 的 >0, 有 
Co (2 二 —d, (2 <0， dn te 一 d, (zu) 0 


从 而 Drd (ww) <0 和 du (zy) 之 0， 所 以 g 以 及 di 均 为 光滑 ; 并 
且 
Da, (es) <0, Da (ws) >>09， 

但 D4(z,) <D4,(z,), 因此 其 中 每 一 个 数 都 必须 是 0， 这 就 是 
说 ，w(c) 0 以 及 9 (zy) 一 p， 所 以 我 们 得 出 这 样 的 结论 ， 对 于 
靠近 m 的 每 一 个 值 , 必 有 如 的 不 同 的 点 zy, 从 而 召 是 非 可 列 
集 . 

今后 我 们 还 要 用 到 一 个 推论 即 下 述 定 理 . 

定理 96， 著 gf 连续 和 光滑 ， 在 (4, 5) 内 可 能 除 一 可 列 集 外 
Dag(%) 之 c, 则 对 4<2z 一 h<x+h<5，， 有 
(7.5.3) hg>c; 
同 理 , 阁 Dag 专 6c， 则 hgece. 

不 妨 就 第 一 种 情形 进行 证 明 ,并 设 p=g 一 二 cx?， 于 是 Dp 
>>0, 所 以 根据 定理 95, p 是 凸 的 , 即 发 p>0, 这 就 是 (7.5.3)， 候 
若 没有 例外 集 , 则 光滑 这 个 条 件 仍 可 略 去 . 


Y.6 Cantor 定理 和 du Bois-Reymond 定理 现在 我 
们 将 应 用 定理 93 至 96 于 三 角 级 数 .为 方便 起 见 , 我 们 只 讨论 收敛 
的 级 数 ,并 且 仪 叙述 有 关 收 敛 的 定理 ,但 是 所 有 这 些 定理 并 没有 用 
到 收敛 的 全 部 力量 . 事实 上 ,以 下 二 条 件 满足 时 , 下面 的 定理 也 是 
成 立 的 : 即 (@) 系数 趋 于 0，(8) 除 一 例外 集 外 (B) 可 求 和 .根据 定 
理 92 和 93, 当 级 数 收敛 时 , 以 上 二 性 质 自然 满足 ,这 也 是 唯一 用 
到 收敛 的 地 方 . 

参考 $47.4 倒 数 第 二 段 ， 
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定理 除 一 可 列 集 外 ， , 假 帮 现 个 三 外 级 要 从 知 收 伐 半 同一 


§ 


a 


虽然， 我 们 只 要 证 明 ; 假若 除 一 可 列 集 外 ， 某 一 三 角 级 数 处 
处 收敛 于 0, 那 未 oi, 一 0, 8, 一 0， 现 在 如 同 (7.3.1) 那 样 定 义 多 (9) 
一 二 49 一 多 (0)， 因为 全 (9) 几乎 处 处 收敛 于 0, 从 而 a。 和 bs 趋 
于 0; 因此 多 (9) 一 致 收 伍 ，G@(9) 连 续 且 光滑 罗 ， 又 因 卫 (0) 除 瑟 
外 收 伍 于 0, 故 在 吾 外 (R) 可 求 和 于 @ 所 以 除 召 外 ,Ps 一 0 这 
样 ，6(9) 是 一 线性 函数 40 一 B， 因 多 (9) 有 界 , 故 ao = 0 所 以 
G6(b) 有 界 , 4=0 而 多 (9) ==B. 最 后 ,由 于 色 (0) 一 致 收敛 ,所 以 它 
是 和 函数 的 Fourier 级 数 ， 因 此 互 = 0, 从 而 对 一 切 mw a 二 bs 一 0. 

定理 98.， 若 了 ( 纪 除 一 可 列 集 百 外 收敛 于 一 个 有 办 函数 
9) , 则 它 就 是 (0) 的 Fourier 级 数 . 

由 于 了 有 界 可 测 , 故 为 可 积 . 车 性 是 |f| 的 上 界 ( 不 考虑 瑟 
的 点 ) , 则 除 吾 外 ,由 定理 96, | D861<M 和 1j24 生 | 和 站. 但 


(7.6.1) a (时 驰 ) -i | _ (0) cos ng dd 
_1{* 46(0) 
人 A cos ng dg, 


当 ->0 时 被 积 函 数 一 致 有 界 地 几乎 处 处 趋 于 了 oOcos 吧 , 因此， 


令 h->0, 我 们 有 


i” . 
a f (0)oosnd ag. 


同 理 可 证 明 5b, 是 f 的 Fourier 正弦 系数 ， 当 一 0 时 , 本 定理 与 
定理 97 等 价 . 


我 们 在 本 节 的 开始 就 说 过 : 定理 97 和 98 的 结论 当 7(0) 的 系数 趋 于 1 
县 在 也 A 假 者 没有 例外 并 屠 末 它们 还 可 以 被 拓 


人 


Fourier 级 到 "来 代 符 ao b, 趋 于 0 这 个 条 件 . 事实 上 假若 令 woe) 为 此 了 昭 
* 仿 昌 由 部 7 ,4 得 到 ， 
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数 ， 和 且 设 > 0， 那 末 
= 上 DO) cosnd 20= 全， 


三 | WO 4 2h) cos ng a0=- 工 | (0) cos nO 一 21)66， 


从 而 
过 VA, cos ng 
x 4h2 


一 (地 " ) -二 -| Wp eos 2020 a9, 
h Tx 


这 等 价 于 (7.6.1)。 关于 T(0) 是 了 的 Fourier 级 数 可 以 和 上 面 -一样 地 证 明 : 

条件 wn 和 5; 趋 于 0 仅 是 为 了 保证 @ 的 光滑 性 , 当 例 外 集 召 不 存在 时 是 不 必 
要 的 . 

的 假若 0) 是 连续 函数 的 Fourier 级 数 , 且 (0) 


se 


cos ng d0= 
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级 数 | 当然 这 里 妈 合 种 一 个 例外 上 也 是 不 允许 的 ， 例 条 
PT(0) = +1008(O a) +o0s 3209 一 四 十 … 


除 6=a 外 处 处 (BR) 可 求 和 于 0, 而 且 轨 (9) 一 致 收 化 ; 但 7(9) 却 不 是 一 个 
Bourier 级 数 . 


Y.7 无 界 函 数 . de la Vall6e-Poussin 定理 现在 我 们 
要 把 定理 98 拓 广 到 无 界 函 数 的 情形 ， 首先 将 引进 de la Vallée- 
Poussin 的 优势 和 劣势 抽 数 .假若 了 属于 工 (4, 5), 皂 末 必 有 两 个 
连续 函数 列 p,(z) 和 了,(z) 使 
(i) pi (a) =P,(a) 一 0， 
( 主 ) 在 <4, 85> 内 一 致 地 成 立 着 

Dp, (2) ->| fat, P(g) -| 站 (人 0 
(ii 在 f(z) 的 值 为 有 限 处 ， 
2po <f (v2) < DP, (2). 
定理 99. 7 在 (a， MM 忆 迪 一 六 背 外 为 有 限 ,并 


7 了 7.7 无 界 函 数 ，de la Vall6e-Poussia 定理 i113 
台 外 成 立 著 
Dg (%) <f(%) < Dag (2), 
则 
(7.7.1) g (2) —J (4) =9(¢) -| at| fl au 


是 (a, 了 上 的 线性 酚 数 ， 当 例外 集 不 存在 时 ， 光 油性 条 件 亦 可 略 
去 . 

我 们 取 两 个 劣势 及 优势 函数 列 (pi) 及 (P,)， 且 出 下 式 定 义 gq， 
及 WW: 


gq, (8) -| m (Wadt, Quo) -| P(t) at. 


氏 为 g, 和 Q@, 具有 连续 的 导数 , 因此 它们 自身 都 是 光滑 连续 的 ; 并 
且 它 们 一 致 收 仿 于 J (%). 

其 次 ,由 Cauchy 中 值 定理 ， 

Q,(z 十 月 -29 +Q so—h) _ 忆 (z 二 0) PF (2—0h) 


其 中 0<0<1. 故 除 如 外， 
DQ,> DP,>f. 
因而 ,假若 令 
F(z) 一 (2) — gr), Kl(s) = (7) 一 9(2)， 
hn(£) =—qgn(%) 一 9 2) ， 
则 
D,K ,> DQ,— Deg>f—f=0*, 
同 理 Ds5, 0. 根据 定理 95， 开 ,为 凸 而 妈 为 四， 但 当 %>co 时 ， 
,和 6 均 收 人 鳃 于 ,因此 上 是 线性 隆 数 . 
(7.7.1) 中 的 积分 下 限 尚 可 换 成 (a, 8) 中 的 其 它 任 何 数 . 
现在 容易 证 明 
定理 100. 一 个 三 角 级 数 假若 除了 一 个 可 列 集 五 外 处 处 收 


晤 


Him (ws 一 V0) 庆 lim Wn 一 im%,, 辣 样 地 ,此 式 对 连续 变量 的 诈 数 也 成 立 。 
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ss 


于 .aD 中 的 函数 瑟 是 光滑 连续 函数 并 且 除 让， Di 
一 了 ,因此 可 以 把 定理 99 中 的 9 作为 $B， 这样 ， 


D0) —] dt| fd 
是 线性 函数 . 但 车 f ~ (an,，B.)， 则 
J 一 了 mo 如 二 由 Cos m0 + fusin nl 
是 线性 的 , 从 而 
了 了 (co 一 ao 0 一 马 (an—an) cos ng 二 多 一 Bi)sinng 


是 线性 的 . 由 于 级 数 为 一 致 收敛 ,所 以 和 函数 为 有 界 ; 因此 如 同 证 
明定 理 97 那样 ， 可 知 对 一 切 外 ， 人 一 Cny b,=B,. 


7 了 .8 更 一 般 的 情形 ”这 一 章 的 主要 目的 是 证 明定 理 100. 在 结束 之 前 ， 
我 们 再 讨论 一 下 它 的 许多 拓 广 . 

拓 广 主要 有 三 个 方面 (当然 可 以 自然 地 统一 起 来 ): (a) 拓 广 积分 概念 ， 
Cb) 拓 广 倪 外 集 吾 , (0) 拓 广 收敛 性 假设 ， 对 积分 定义 加 愉 必 要 的 限制 ，(a) 
型 的 拓 广 将 没有 特殊 的 困难 , 这 里 不 准备 详细 讨论 它 . 

《b) 型 的 扫 广 比较 困难 .集合 召 称 为 “唯一 性 集 ” 是 指 不 存在 不 信 为 0 的 
但 除 召 外 处 处 收敛 于 0 的 三 角 级 数 : 于 是 , 任 一 可 列 集 均 为 唯 -一 性 集 . 这 种 
唯一 性 集 的 结构 特征 至 今 还 没有 弄 清 楚 . 已 经 知道 有 些 完备 集 , 例如 Cantor 
集 以 及 相 类 似 的 集 都 是 唯一 性 集 ， 但 是 ， 并 非 所有 的 等 集 部 是 唯一 性 集 , 团 
为 存在 着 不 恒 为 0 的 三 角 级 数 , 几乎 处 处 收敛 于 0. 

(0) 型 的 菜 些 拓 广 是 容易 的 (实质 上 已 包含 在 上 面 所 讨论 的 情况 中 )。 例 
如 我 们 可 以 把 定理 100 中 的 收 敏 性 条 件 换 做 “an 及 bs 趋 于 0, 且 除 召 外 (BR) 
可 和 于 .万 ， 其 它 的 推广 只 需要 在 证 明 中 酷 加 改变 即 可 : 例如 我 们 可 以 证 明 ， 
当 了 (2) 的 上 .下 和 函数 了 与 了 均 为 可 积 , 且 除 集 吾 外 均 为 有 限时 ，Z(9) 必 
六 一 Fourier 级 数 . 

然而 我 们 最 感 兴趣 的 却 是 第 V 章 中 级 数 的 求 和 法 问题 ， 这 些 问题 更 加 
困难 , 因为 有 很 简单 的 例子 可 以 说 明 问 题 的 解答 是 相当 复杂 的 ， 例如 级 数 


(7.8.1) 言 二 cosg4ecos29 十 … 
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除 9=0 外 在 《一 x, mm) 内 都 是 (C, 4) 可 求 和 于 0, 而 级 数 
(7.8.2) sin 0 +2 sin 20+3 sin 30+... 
对 于 一 切 9 都 是 (A) 可 求 和 于 0 的 2， 

我 们 现在 只 能 提 到 一 二 个 特殊 令 人 注目 的 定理 . Verblunsky 曾 证 明 : 
假若 4 与 tn 为 c@)， 且 了 (分 对 一 切 0 均 为 (4) 可 求 和 于 0, 那 末 一 切 mm 一 
5b, 二 0， 特别, 假若 了 (9) 为 (CC, 1) 可 和 , 那 末 an 与 bo 必 为 040)， 从 而 ， 对 一 
2 9 均 可 (C, 1) 求 和 于 0 的 三 角 级 数 必 异 等 于 0. 例 (7.8. 1 表明, 这 定理 中 


能 允许 存在 即使 是 一 点 的 例外 集 ， 假若 有 有 限 多 个 例外 点 名 那 末 7(9) 
本 + 号 cos ng 一 各 的 “ 青 异 级 数 ”的 线性 组 合 ， 有 关 这 方面 


的 结果 最 近 已 由 Wolf 所 拓 广 。 他 已 经 解决 了 可 以 用 任意 阶 Cesaro 求 和 的 
级 数 问题 ; 但 是 对 于 A- 求 和 法 的 问题 , 一 直到 现在 还 没有 完全 解决 


*) 因为 对 一 - 切 9,， 
A rsing 
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我 们 用 下 面 的 缩写 表示 书 和 条 志 : 

Hl1, H2: FE. W. Hobson, The theory of functions of a real variable( 第 一 
册 , 第 三 版 ，Cambridge, 1927; 第 二 册 , 第 二 版 ，Cambridge, 1926). 

KS. S. Kaczmarz 和 H. Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen (Warsaw, 
19385). 

T: E. C. Titehmarsh，The theory of functions (第 二 版 , Oxford, 1939)， 

Z: A. Iyemmd, Trigonometrical series (Warsaw, 1935). 

AM: Acta Math,; COR: Comptes Rendus (Paris); FM: Fundamenta Math.; 
JLMS: Journal London Math. Soc.; MA: Math. Annalen; MZ: Math. 
veitschrift; PLMS: Proc. London Math. Soe. (2). 

三 角 级 数论 的 其 它 的 书 是 H. 8S. Carslaw,，Introduction to the theory 
of Fourier’s series and integrals (第 三 版 ，London, 1930); 了 H. Lebesgue, 
Lecons sur les séries trigonométriques (Paris, 1906); W. Rogosinski, Four- 
iersehe Reihen (Leipzig, 1930); L. Tonelli, Berie trigonometriche (Bologna, 
1928); J. Wol 企 ，Fourier’ sehe Reihen (Gironingen, 1931， ， 还 有 三 篇 综合 性 
的 重要 著作 , 它们 是 : H. Burkhardt (II A 13) 及 也 Hiib 和 M. Riesz(IIT CO 
10) 在 Encykl. d，Math. Wiss 的 文章 ， 以 及 A. Plessner (] 3, 1325) 在 
Pascal’s Repertorinm d，ha5heren Analysis 的 文章 ， 特别 ，Burkhardt 的 文 
章 包含 着 有 关 三 角 级 数 的 早期 历史 的 大 量 知 识 . 


第 I 章 


我 们 在 本 章 中 所 引用 的 几乎 都 在 工 中 ,但 是 我 们 加 上 一 些 补充 的 参考 材 
料 。 所 讲 的 定理 在 形式 上 不 完全 与 原来 的 相同 , 但 读者 不 难 作 某 些 必要 的 修 
正 . 

$ 工 .4 了 ubini 定理 在 下 列 各 书 中 都 有 证 明 ， 了 1，629; Kestelman， 
Modern theories of integration ‘Oxford, 1937), 205; Saks, Theory of the 
integral (第 二 版 ，Warsaw,， 1937), 76; de la Vallée-Poussin, Intégrales de 
Lebesgue( 第 二 版 , Paris, 1934), 54. 了 , 390 只 证 明了 一 个 特殊 情形 ，。 Beoro 症 
定理 (及 Fatou 的 引 理 可 在 了 的 339 及 346 页 中 找到 . Egoroff 定理 (这 ) 
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可 以 类 似 地 加 以 证 明 ， 用 到 Lusin 定理 (H2, 144) 和 考察 到 下 列 事实 : 假如 
fntr) 和 f(zw) 在 吝 内 连续 , 那 末 训 中 的 一 切 z 使 当 |h| 志 吾 时 

[fatt) —f 2) | < 
的 金 体 记 作 如 n,& 时 ， 瑟 oa 在 吾 内 是 闭 的 。 关于 Stieltjes 积分 可 参考 HH 
538，662 或 者 Widder, The Laplace transform (Princeton, 1941) , 第 一 章 . 

§1.5. 在 Hardy,，Littlewood 和 Polya 的 lnequalities 《Cambridge， 
1934) 的 第 二 章 和 第 六 章 中 ， 关 于 Ho6lder 和 Minkowski 的 不 等 式 有 很 详尽 
的 讨论 . 

SS 1.6~1.7. 关于 定理 1, 可 参考 T 了 ,376; Hl, 632(p 一 1，90);， H2, 250. 
关于 定理 2, T，386，397( 习 题 17); 卫 2，254， 关 于 定理 3, T, 397( 习 题 18); 
Hl, 636, 639 (p=1, 2); H2, 231; 2, 17 (p=1), 85, 

8§ 1.9~1.11， 关 于 这 一 切 参考 KS8( 直 交 化 , 61)， 
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32.1. 定理 11 是 “Bessel 不 等 式 ” 

§ 2.2. Riesz-Eiseher 定理 是 由 卫 . Fisepher 和 了， Riesz 在 1909 年 独立 
证 明 的 .在 Quarterly J. of Math., 44(1913), 49 上 登载 着 WW., 卫 .和 .C6. 
Yotmg 的 一 篇 关于 这 个 定理 的 有 趣 的 历史 性 和 评论 性 的 文章 . 

8 3.3. Parseval 是 第 一 个 数学 家 (于 1799 年 ) 将 3 pnqs 表示 成 含有 函 
数 于 pre” 和 gne” 的 积分 的 公式 ， 他 的 名 字 一 般 地 与 具有 这 种 性 质 的 定 
埋 联 系 着 . 

§2.4. Mercer, Phil. Trans, Roy. Soe. (A), 211 (1912), i111 (124), 

2.5. 定理 18 的 证 明 在 KS, 200 中 。 

8 2.9。 亦 可 见 $5.11. 有 许多 Weierstrass 定理 的 直接 证 明 ， 其 中 最 精 
致 的 是 8. Berngtein 的 证 明 。 见 H2, 228, 459; Polya 和 Szegé, Aufgaben 
aus der Analysis (Berlin, 1925), 1, 65, 66, 227, 230; Widder( 见 §1.4), 152., 

类 似 于 Parseval 和 Riesz-Fischer 定理 ， 在 ZL? 中 有 着 重要 的 相似 的 定 
理 . 对 于 +>>1, 记 

8,.(O)= (lenl") ,TD =( 直 [fa0) 

并 日 假设 1<p 志 2， 则 WW. 耳 . Young 和 Hansdorf (前 者 对 p=2， 5， 2 
，…, 后 者 对 一 般 的 p) 证 明了 下 面 两 个 定理 : GD) 假如 fe Zr 和 f~Cen)， 


至 > 
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Sp(0) < Ip f); 
(让 假如 Sj(o) 为 有 限 , 那 末 有 LK” 中 的 函数 了 以 o 为 Fourier 系数 且 
Jpf) Soc). 
P<2 的 限制 是 本 质 的 。 这 些 定理 被 了 . Riesz 扩充 到 任意 的 一 致 有 界 的 直 交 
级 数 ， 

Hardy 和 Littlewood 证 明了 具有 同样 的 一 般 性 质 的 一 系列 的 定理 ,但 
含有 形 如 21nj?™*|cs1? 的 和 以 及 相似 的 积分 ; 并 且 这 些 定理 被 Paley 扩充 
到 任意 的 直 交 级 数 . 所 有 这 一 切 见 2, 第 九 章 和 KS, 第 六 章 . 

存在 着 将 Parseval 定理 扩充 到 共 斩 函 数 类 函数 f 和 丸 上 的 (如 属于 
工 , 了 了 履 于 了) 许多 定理 .其 中 最 值得 注意 的 是 M. Riesz 定理 , 即 (3.3.1) 当 
了 属于 L? 和 五 属于 Z2 时 是 成 立 的 见 8&8 6.8 的 附注 . 
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§ 3.2. “Riemann-Lebesgue” 定理 由 Riemann 就 “Riemann 可 积 浮 数 ” 
加 以 证 明 , 而 Lebesgue 将 它 扩充 到 工 函数 . 

83.3. 4 中 的 定理 是 属于 Carathéodory 的 , MA, 64 (1907), 95. 
(i) 中 的 定理 是 独立 地 由 Diendonné, CR, 192 (1931), 79 和 Rogosinski; 
Jahresberichte d. Deutschen Math. Ver., 40 (1931), 33 所 证 明 . 对 于 -一切 
单 叶 函 数 太 (s) 一 * 十 Ca2z2 十 … 是 否 是 10。| <n 迄今 不 明 . 

§3.4. 假如 f 在 《一 w, w》 上 是 解析 的 和 正则 的 , 那 末 存 在 着 正 数 6, 使 
on 一 0OGe "0D; 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

8 3.5， 定 理 纪 首先 由 卫 . Riesz 证 明 《 他 的 例子 和 这 儿 的 完全 不 同 )， 
M2, 3(1918)，312. 此 地 的 证 明 是 属于 Hille 和 Tamarkine, Amer. Math. 
Monthly, 36 (1929), 255， 也 可 参考 2, 293. 

述 而 不 证 的 定理 是 N. Wiener 的 定理 ，Massachusetts J, of Math., 3 
(1924), 72; 见 2, 221， 容 易 推导 出 两 个 关于 Fourier 级 数 的 绝对 收 伍 的 有 
趣 的 定理 , 它们 分 别 属于 S. Bernstein 和 Zygmund，(a) f 的 Fourier 级 数 
当 feLipa, a> 却 时 为 绝对 收敛 ; (b) 假如 jeF 并 且 对 于 某 个 a>0， 
f eLipw 则 了 的 Fourier 级 数 绝对 收敛 ; 这 里 Lipa 表示 满足 

[|f (60+ —f0 | 二 豆 | 天 | 
的 函数 f 所属 之 类 . 有关 这 方面 见 2, 第 六 章 ， 
$3.8.， 更 一 般 的 ， 一 个 Fourier 级 数 可 以 乘 以 下 中 的 任何 函数 后 逐 项 
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积分 ， 参 考 W. H. Young, PLMS, 9 (1911), 449; Hardy, Messenger of 
Math., 51 (1922), 186; H2, 581; 和 2, 91, 

$ 3.10. 定理 46 的 证 明 的 思想 是 由 Zygmund 提出 的 .定理 各 和 和 弧 
属于 玉 , 再. Yomg, PLMS, 12 (913), 和 4， 定理 47 的 证 明 可 以 收 为 去 证 
明 : 当 4<ce 时 避 和 8& 二 者 均 为 控制 收敛 ; 这 个 条 件 也 是 使 其 中 任 一 个 为 控 
制 收敛 所 必须 的 ， 此 时 CC 和 有 也 以 扒 数 为 工地 强 收 和 伍 , 即 

CO) >F (0) CL) 和 (2) 一 900) (5). 

如 是 凹 的 , 那 未 使 C 强 收 敛 ( 指 数 为 了 ) 的 必要 充分 条 件 是 入 , log "一 
0; 参考 Z, 110. 如 hw 是 西 的 并 且 A4<=, 则 fC6) log?*|f (0)| EL. 

8 3.11. 定理 49 的 一 部 分 属于 Chaundy 和 Joliife，PLMS, 15(19f6) ， 
214 而 一 部 分 属于 Jolliffe, Proe. Camb. Phil, Soc.，194J921) .在 工 和 2 中 
定理 没有 被 叙述 完整 , 见 T, 6 和 2, 108. 

更 一 般 的 说 ，9(0) -> 于 mr4 等 价 于 mn->4， 但 证 明 较 困难 。 见 Hardy， 
PLMS，33(1931)，441; Hardy 和 Rogosinski, JLMS, 18(1943), 50 

§ 3.12. 特殊 级 数 8 的 部 分 和 su 曾 被 Gronwall, D. Jackson, Lan- 
_dau 等 人 彻底 研究 过 ; 在 文献 2 中 应 添加 Gronwall, MA, 72 (1912), 228， 

关于 Gibbs 现象 的 其 它 定理 将 于 84.5, 5.7 和 6.7 中 找到 ， 图 解 讨论 
见 Bromwich,， Infinite series (第 二 版 ，Cambridge,，1926), 382 和 Carslaw， 
I, 第 九 章 。 关于 的 正确 数值 见 Bzész, Duke Math. J., 11 (1944), 824. 

“Gibbs 现象 "一 语 的 意义 是 十 分 明确 的 , 但 在 实质 意义 上 Gibbs 有 前 驱 
者 Wilbraham (1848) 和 du Bois-Reymond (1874) ，Wilbraham 和 du Bois- 
Reymond 两 人 都 不 十 分 正确 ,首先 对 此 现象 给 出 一 般 的 和 科学 的 讨论 的 是 
Bacher (1906), 见 Carslaw, Bull. Amer. Math. Soc., 31 (1925), 420. 
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$4.3. 关于 这 里 引证 的 Lebesgue 定理 见 H1, 637; T, 362. 

8 4.6. Gergen, Quarterly J. of Math. (牛津 )，1 ‘(1930), 252， 在 么 中 
这 个 定理 没有 被 完整 地 叙述 .存在 着 更 一 般 的 形式 , 其 中 (4.6.1) 由 
"GG+ -6001 a 


lim lm 
20 太一 个 


所 代 悉 .为 此 见 Gergen， 司 | 条 Pollard, JLMS. 2(01927)，255 
条 件 (4.6.5) 含 有 (4.6.1), 当 tl EL 时 +4.6. 六 一 定 满足 , 因此 显 
然 可 知 ，Lebesgue 的 判别 法 包含 着 Dini 的 判别 法 ， 


120 附 对 


尚 有 两 个 其 它 的 有 名 的 判别 法 ,就 是 : 
(i) de la Vallée-Poussin 判 列 法 (V): 假如 


1 t 
x(t) -=| pladu EVO, w), 
tjo 


则 级 数 收 伍 于 x( 十 0); 

Giy Young 判别 法 (Y): 假 如 了 满足 i 而 w9c《w) 在 (0, ty) 上 的 变 差 为 
OD 则 级 数 收敛 于 c， 

判别 法 5V) 包含 着 Dini 判别 法 (D) 和 Jordan 判罚 法 (J), 但 是 含 在 
Lebesgue 判别 法 (DD) 之 中 ; 了 法 含有 J 但 不 含有 了 D， 且 含 于 Pollard-Glergen 
招 广 的 工 之 中 ; Y 的 狭义 形式 其 中 以 o 代替 0, 是 含 在 上 之 中 的 .这 个 形式 
与 Lebesgue，MA，61 (1905), 251( 声 明 6, 257) 所 给 出 的 是 等 价 的 ， da 
Bois-Reymond 在 1881 年 给 出 的 一 个 判别 法 (虽然 是 由 较 老 的 积分 论 的 术语 
叙述 的 ) 也 可 看 作 实 质 上 与 V 等 价 ; 见 Brodén, MA, 52 (1899), 177 (213). 
关于 这 些 关 别 法 间 的 逻辑 关系 见 Hardy, Messenger of Math., 47 (1918)， 
149, H2, 533; Z, 36. 

最 近 Hardy 和 Tittlewood 给 出 一 个 不 同类 型 的 判别 法 : 假如 


| 


并 且 存 在 某 个 正 数 ,使 4 一 O02 了) ,5 一 O29), 则 级 数 收 全 于 c, 见 Hardy 
和 Littlewood, JLMSR, 7(1932), 252 及 Annali d, BR. Seuola Norm. Bup, d. 
Pisa (2), 3 (1934), 42; Fu Traing Wang (二 福寿), PLMS, 47 (1942), 308 
和 JLMS, 17 (1942), 98; 2, 34. 

Marcinkiewicz, JLMS, 10 (1935), 264 证 明了 : 假如 对 于 一 个 正 测度 
的 点 集 瑟 中 的 一 切 6， 


了 | IO+W 70) d= 0f(ogs ) 二 


则 TC 几乎 处 处 在 五 中 收 伍 ， 

$4.7， 定理 59 包含 关于 一 致 收敛 的 “Dini-DLipsehitz 半 别 法 2 (4.7. 全 
中 的 0 不 能 改 为 0, 在 这 个 意义 下 这 个 条 件 是 “最 佳 可 能 的 ” 见 2, 30, 173. 
关于 点 判别 法 的 不 充分 性 见 上 述 Hardy 和 Littlewocd 的 第 二 篇 文章 和 2， 
174. 

$4.10. 本 节 中 的 大 部 分 结果 实质 上 是 属于 W.H. Young, Miinchener 
Sitzungsberichte, 41 (1911), 361].， 关于 共 斩 级 数 的 “Dini 判别 法 ”是 由 
Priingsheim 较 早 给 出 的 ， 
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易 由 定理 63 推 得 级 数 了 mrlan 收敛 的 一 个 必要 充分 条 件 : 1710n 收 比 

且 成 立 着 

‘log 2+ 加 nm 一 元- | “ot 30| | CD ja 
的 必要 充分 条 件 是 最 后 一 个 积分 存在 (作为 一 个 Cenehy 积分 )。 它 由 Hardy 
和 Littlewood，, M2, 19 (1923), 67(94) 所 证 明 , 不 很 简单 ， 

8 4.11. 定理 作 . .4.11.1) 的 证 明 见 Lebeseue，Ann, de Toulonse (3)， 
1 (909), 25 (116) ,而 (4.11,2) 的 证 明 见 Lukées, J. fir Math., 150(1920)， 
107 . 

8 4.12， 定理 65 首先 由 dn Bois-Reymdnd 证 明 , 但 例子 是 属于 Seh- 
warz 的 ; 见 卫 2,， 545， 了 aber 和 Fejér 还 给 出 其 它 的 非常 精致 的 构造 ， 其 中 
Fejér 的 更 为 人 所 周 短 : 见 H2, 31; 了, 446; 2, 第 八 章 ,从 中 还 可 以 找到 其 它 
的 参考 文献 . Senwarz 的 例子 有 其 优点 ,因为 了 是 由 图 形 表 示 的 . 

类 似 的 构造 提供 了 纂 有 下 述 性 质 的 过 续 注 数 的 例子 ，(2》 其 Fonrier 级 
数 在 一 个 可 列 的 到 处 稠密 的 集 上 发 散 ，(b) 其 Fouricr 级 数 处 处 收敛 ,但 在 
任 一 区 间 上 不 一 至 收敛. 一 个 连续 函数 (或 者 其 至 7 中 的 一 个 函数 ) 的 
Fourier 级 数 究竟 是 否 可 以 在 一 个 正 测 度 集 上 发 散 的 问题 至 今 没 有 解决 ”。 

8 4.13.， 实质 上 属于 Lebesgue ( 同 疆 .11 所 壕 }， 

8 4.14. Lebesgue 常数 曾 由 Fejér, Gronwall, Hardy, Szeg6 和 Watson 
详尽 地 研究 过 ， 参 考 Hardy, JLMS, 17 (1942), 4， 
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$ 5.2， 我们 只 需要 Toeplitz 条 件 的 充分 性 ， 在 2, 40 中 有 证 明 。 完全 
的 证 明 见 Dienes, The Taylor series (Oxford, 1931), 第 十 二 章 ， 

8 5.3. (CC, 1) 求 和 法 是 (C, 办 求 和 法 中 最 简 特 的 , (0, 克 求 和 法 对 于 整 
数 厂 是 Cesaro 所 定义 的 , 而 对 于 一 切 大 于 一 1 的 有 是 由 Chapman 和 Knopp 
所 定义 的 。 有关 这 种 求 和 法 的 一 般 的 说 明 可 参考 Borel, Hegons sur les séries 
divergentes (第 二 版 ，Paris, 1928)， 第 六 章 ; Dienes, 同上 , 第 十 二 章 ; H2, 第 
一 章 ， 和 Knopp, Unendliche Reihen (第 二 版 ，Bceriin， 1924; 英文 译本 ， 
Glasgow, 1928), 第 十 三 章 。 (C, 从 求 和 法 当 8>0 时 为 正则 ; 当 >>k 时， 
CC, ) 求 和 法 包含 (C,) 求 和 法 ; 对 于 任意 的 (0C,*) 求 和 法 包含 (A) 求 和 法 ， 

*) 这 个 问题 已 为 工 . Garleson 所 解决 ;答案 是 否定 的 , 清 参 看 他 的 论文 : 工 Oarle- 
son, On convergence and growth of partialsuns of fourieT series, Acta Math., 116 
(1966), 135~157. 译 者 注 
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$$ 5.4~6. 变 列 出 详细 地 讨论 定理 70 至 72 的 文献 是 困难 的 ,我 们 的 处 
理 有 几 点 是 新 奇 的 ; 但 是 最 本 质 的 思想 是 属于 Lebesgue 的 ( 同 § 4.11 所 述 )， 
见 HH2, 第 七 章 和 2， 算 三 章 的 文献 。 

定理 ?0 Civ) 的 结果 对 于 《C, 1) 求 和 法 和 (4) 求 和 法 (以 豆 = 二 是 成 立 
的 。 对 L? 中 的 函数 有 改进 的 定理 . 例如 当 1i<p< co 时 ， 

Mutcn(9)} < M,1{f (0)}, 
而 当 1<p<w 时 on00) >f(0) (090: 见 2 第 四 章 , 那 里 还 考虑 了 更 一 般 的 画 
数 类 . 囊 ardyr 和 Littlewood, AM 54(1930) 曾经 证 明 当 工 <p< oo 时 lo,(0) 12 
被 L? 中 的 一 个 函数 所 控制 ， 但 当 2= 寺 和 2= co 时 这 是 不 成 立 的 。 所 有 这 
一 切 , 对 一 般 的 (C, 好 求 和 法 都 有 相应 的 结果 ， 

§5.7. 定理 73 的 结 轩 作 了 一 定 的 改变 以 后 对 于 ‘C,) 求 和 法 (> 0 

也 是 正确 的 ， 当 > 工时 (C, ) 求 和 法 象 (人 A) 求 和 法 一 样 也 满足 定理 71 的 条 
件 , 所 以 ,只 要 了 满足 人 , 级 数 可 以 用 (C, 全 求 和 法 求 和 ， 假 如 
GD [Gig nau =00e"), 
我 们 就 说 4D 一 co ?7); 因 此 “9Q) 一 clC, 1)” 表 示 /满足 1.。 有 着 一 系列 
的 定理 讨论 这 种 广义 连续 性 和 未 同 阶 的 Cesaro 求 和 之 间 ; 护 关系 ,例如 , E>? 
时 , 连续 性 (C, ”) 含有 ,区 可 和 性 ,而 当 7>>* 十 1 时 (CG, 人 可 和 性 含有 连 
续 性 (C,7) .特别 ，Fourier 级 数 对 于 某 个 为 (C,&) 可 和 的 必要 充分 条 件 是 
存在 某 个 7 使 得 (Hb 成 立 . 假如 靠近 9, f 是 有 界 的 或 者 是 正 的 , 那 末 一 切 正 
数 级 的 (C, ) 求 和 法 都 是 等 价 的 , 而 is 是 对 于 可 和 性 的 必要 充分 条 件 . 见 
Hardy 和 Littlewood, MZ, 19 (1903), 67 及 JLMS, 1(1926), 134, 及 名, 第 
十 章 , 那里 有 更 完整 的 报导 和 参考 文献 . 

§5.8. 有 关 共 弦 级 数 的 定理 的 实质 是 属于 W. 吾 . Young, Miinchener 
Sitaungsberichte, 41 (1911), 361, 及 Plessner, Mitteilngen Math. Sem. 
Giessen, 10 (1923), 1. 

我 们 没有 讨论 关于 共 谨 级 数 求 和 的 一 般 理论 ， 这 儿 准 备 叙 述 一 些 主要 
的 结果 .有 两 个 “ 共 纯 核 ”( 这 可 由 8§ 5.8 和 5.10 的 分 析 中 得 到 )， 它 们 是 ; 

本 。 cos LO cos (a+ 二 
人 (= DannD, (0) = Dans 一 2 2 


=0 
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而 对 应 于 45.4.5) 的 方程 是 
| 人 ,tat -> an n iog 2n Fy +0 1 -ty +o(l). 


对 应 于 (5.5.1) 的 条 件 是 


三 | "ga<H, 2 ,laraH; 
TJ0 Tx/im 


又 息 如 以 T3500) 表示 s 《6) 的 第 m 个 变换 ， 那 未 对 应 于 定理 70 的 主要 结论 
如 下 : 
(a) 假如 极限 风 (+0) 一 lm{ 了 (G+ 从 一 J(0 一 个 =Q 存在 , 则 
3 (0) = TE, (0) 一 Fm (9 = (0,— log 2m) + dB+00). 

Cb》 假如 f(9) 在 La, 59) 上 连续 , 则 09) 一 0 在 (a. 上 一 致 地 成 立 . 

(cy 6,(0 >00D). 

类 位于 885.4~6, 在 “Lr?"” 中 有 相应 的 结果 ， 至 十 8, 有 §4 8 最 后 的 注意 : 
有 时 为 方便 计 用 其 它 的 值 a. 

类 以 于 定理 71 和 72, 1. 及 工 , 必须 换 以 及 而 民 , 及 式 必须 满 
是 相似 于 天， 在 那些 定理 中 所 满足 的 条 件 , 前 者 是 在 (0, 35/mr) 上 积分 , 而 后 
省 是 在 xz/m, zx) 上 积分 . 

等 别 在 这 些 条 件 下 ZT。(9) -> 了 (6) 几乎 处 处 成 立 ; 这 个 结果 自然 依赖 着 定 
理 8399.〈C, 1) 求 和 法 和 (A) 求 和 法 分 别 都 满足 相 当 于 定理 并 和 73 中 的 条 

§ 5.9. Rogocsinski, Sehriften d. Kinigsberger Celehrten Ges., 1926, 
第 三 册 证 得 5.7.5) 的 推广 公式 , 它 相当 于 我 们 的 (5.9.4). 

$5.1] ， 关于 “Taeuber 型 "定理 看 H2, 81; T, 412: Z, 47， 假 如 a 和 b。 
为 0(27D ,或 音 是 实数 大 于 一 Hn-1, 那 末 对 于 Fourier 级 数 和 共 固 级 数 , 收敛 
问题 有 一 个 完全 的 解 : Fourier 级 数 收 化 于 ce 当日 仅 当 了 满足 hs， 而 共 思 级 
数 妆 人 钱 于 了 当 旦 仅 当 了 了 存在. 见 Hardy 和 Littlewood, JLMS, 1(1926), 19. 

§ 5.12.。 fatou; 关于 进一步 的 发 展 和 参考 文献 见 2, 256. 


第 VI 章 
§ 6.2. Kolmogoro 人 ff, FM, 4 (1923), 324. 其 后 下 olmogorof 他 构造 了 一 
个 处 处 发 散 的 Fourier 级 数 , 见 CR, 183 (1926), 1327 和 2 175。 我 们 用 了 
后 者 的 主要 思想 来 证 明 前 者 的 结果 ， 
§ 6.3. Paley, JLMS,7(1932), 205; 2, 265; Sz:isz, AM, 61 (1933), 185 
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曾 将 结果 扩充 到 ] na > 一 五 , nbs> -一 互 的 情形 : 见 Hardy 和 Rogosinski, 同 
§ 3.11 所 述 . 

8 6.4. Kolmogoroff, FM,5 (1924)，96， 具 有 my im 工 的 三 角 级 
数 之 式 ?240) 称 为 零 系 数 特别 多 的 三 角 级 数 ; 定理 83 表明 ,， 这样 一 个 级 数 是 
Fourier 级 数 的 话 一 定 几 平 处 处 收敛 . 关于 零 系 数 特别 多 的 三 角 级 数 的 其 它 
定理 见 2, 119, 139，215，251 

$6.5.， 定理 85 是 下 而 的 更 一 般 的 定理 的 特殊 情形 ， 假 如 了 满足 1, 并 
且 对 于 荣 个 7>1, 18 一 cl"au=00)， 则 对 一 切 正 数 丰 成 立 着 名 lsw 一 el 
二 00nY.。 见 Hardy 和 Tittlewood, PLMS C2), 26 (19273, 273 和 FM, 25 
1935), 162. Marcinkiewicz, JLMS, 14 (1939), 162 曾经 江 明 ,任何 Fourier 
级 数 是 几 平 外 处 强 性 可 和 的 . 

证 明 的 其 它 线索 见 Fejér,，Proe. Camb. Phil. Soc., 34 (1938;, 503, 

$8 6.6~7。 Rogosinski 应 用 了 这 两 节 的 思想 得 到 很 多 结果 , 见 MA, 95 
(1925), 110; MZ, 25 (1926), 132 和 41(1936)，75， 一 个 特殊 的 结果 是 : 假 
如 为 一 个 整数 而 了 满足 56, 则 

so(9+ 生 一 so 人 (9 和 姑 ) 到 Sn at. 


1 Tm jo + 


Hardy 和 Rogosinski, JLMS, 18 (1943), 83 举 了 一 个 例子 ,说 明 有 函数 
户 它 的 Gibbs 集 在 9 关于 志 {J(9+0) 十 (9 一 0)} 不 是 对 称 的 ， 

86.8. 定理 89 是 由 于 Priwalo 人 在 ， 但 通常 利用 复 函 数理 论 的 证 明 是 由 
于 Plessner; 见 2 145， 我 们 的 证 明 是 Marcinkiewicz 的 , 见 FM 27 (1936)， 
38(55) .还 有 不 依赖 于 三 角 级 数理 论 的 证 明 , 见 Besicovitch , FM, 4 (1922)， 
172 和 JLMS, 1 (1926), 120; 但 是 这 个 证 明 无 疑 的 更 为 内 难 . 

函数 了 不 一 定 属于 工 。 可 以 证 明 , 假如 了 ELK, 则 了 是 了 的 Fourier 级 
数 , 但 是 证 明 相当 困难 . M. Riesz 曾经 证 明 , 假 如 fEL"1<p<w%), 则 了 也 
属于 LIL?; 又 Zygmund 证 明 , 当 f(1+log*7) EI 时 了 了 EI， 所 有 这 些 见 2Z, 第 
七 章 。 重要 的 推论 是 : 当 JEZLz(<D< co) 时 sa 一 F 工 六 阳 5> 了 (ZL?); 当 
FL+log 有 EL 时 sn>f(L) 和 54> 了 (CL) 以 及 当 f EL'(I <p< 吕 ) 和 
EL? 时 成 立 着 (3.3.1) (没有 绝对 收敛 性 ). 

最 后 的 结果 当 f 和 二 者 均 属 于 工时 成 立 ，Hardy 和 Littlewood 曾经 
证 明 , 在 这 个 情形 下 于 nw-1Clas| 二 15.1) <o。 一 个 等 价 的 结果 是 : 当 了 和 
二 者 均 属 于 Y 时 了 的 fourier 级 数 绝对 收效 ， 见 2, 139，157， 


